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Avant-propos

Ce cours contient des éléments fondamentaux de I’analyse mathematique et est destiné
aux étudiants de deuxiéme année en sciences mathématiques. Nous essayons de fournir
aux étudiants les éléments de base des mathematiques avec des exemples, chaque fois
que cela est possible. Ce cours contient néanmoins les éléments d’analyse mathématique
nécessaires pour aborder la troisieme année de mathématiques du degré universitaire. De
méthodes de calcul et recherche des solutions ainsi que des courtes démonstrations sont
données tout au long du cours. Toutefois, les références citées a la fin du syllabus sont
suffisantes pour qu'un lecteur intéressé puisse approfondir les sujets traités.

Ce Syllabus est composé de 5 chapitres. Le premier chapitre présente la notion de
convergence uniforme. Nous rappelons d’abord la définition de la convergence simple
et nous donnons la définition de la convergence uniforme. Nous montrons dans ce cha-
pitre la relation entre ces deux convergences ainsi que la relation entre la convergence
uniforme et les fonctions continues. Le deuxiéme chapitre présente quelques intégrales
particulieres dans R telles ques les intégrales-de Poisson, intégrales d’Euler et les inté-
grales trigonométriques. Le chapitre 3 présente la transformée de Laplace qui est une des
transformées appartenant dans une famille des transformées intégrales. Nous présontons
dans ce chapitre les transformées de certaines fonctions élémentaires et ces transformées
nous permettent de résoudre les équations et systémes d’équations différentielles avec
les conditions initiales. Le chapitre 4 aborde les séries de Fourier et les transformées de
Fourier. Les séries de Fourier constituent un outil fondamental dans ’étude des fonctions
périodiques. Les séries de Fourier se rencontrent dans la décomposition de signaux pé-
riodiques, dans I’é¢tude des courants électriques, des ondes cérébrales, dans la synthése
sonore, le traitement d’images, etc. Le chapitre 5 présente une introduction au calcul
variationnel. A la fin de chaque chapitre, des exercices d’applications ont été proposés
pour permettre aux étudiants de mieux comprendre le cours.

Toutes remarques ou critiques qui pourront étre faites par le lecteur seront les bien-
venues.
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Chapitre 1

Convergence uniforme

1.1 La convergence simple
Définition
Une famille de fonctions a un parametre f) toutes définies sur un méme ensemble F

converge ponctuellement (convergence simple) vers une fonction f pour A tendant vers
)\0 si

lim fy(z) = flz), VxeFE

)\4})\0

Exemple

La famille de droites = fy(z) = (1 — A\)x + A du plan.

lim fi(z) =z
A =1

Notation

Dans la suite, si

lim f\(x) = f(x),

>\—>)\0

On écrira :



Propriétés
1. Sia et b sont des scalaires et si
ﬁ
{ r p f
gxr ? g

alors
af + bgx ? af + bg.

Plus généralement,

Si '
Lh—=f, 1<i<p
alors
p ' p
doahi Y af
i=1 i=1
En effet,
Safie) =Y af @) =Y alfil@) - F)].
=1 =1 i=1 1 pOur A—Xo
0
2. Si
{ 5 = /
ax ? g
alors
Frga ? fg.

En effet, on a

hov="Fg=I=Hag+ =g f+(r—Ff)(ogr—9)
—— S—— ——

0

= [r\9x = fg.

O<—

0 0

Plus généralement, si

alors
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3. Si

{ I f
99
alors
Hho f . L . .
22— =, |éviter d’avoir zéro aux dénominateurs|
ax E g
En effet, nous avons
0 0
) )
—— —
o f _hg—fon _(h=fg+lg—a)f
g g grg grg
D]
gx £ g

4. Si
fr < an, fxgﬂ 93 9

alors
f<g

1.2 La convergence uniforme

Définition

Une famille de fonctions a un parameétre f) définies sur un méme ensemble F converge
uniformément vers une fonction f si

sup|fy — fl = 0 pour A = Ag
E

on note alors,

fA:E>f‘

Exemple

@) =(1=Ne+A  d=0, f@)==z

hHhix)=flz)=0=Nz+X—z=X\1-2), s%p|f,\—f|—>0

sur tout intervalle borné de R.
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Propriétés

1. Si ‘
Lh=[, 1<i<p
alors
p _ p
doafi= ) af
i=1 =1
En effet,
\chfA Zcifw = Izcz-(fi - Z il 2 —
i=1 ; —1
sup!§£:<zfx }E:cafl <isupj£j!@Hf} 1.
Yy \cz'lsumfiffilﬂo
E
2. Si ‘ ‘
K= f, 1<i<p
f%: bornées
alors

p p
[LA=11r
i=1 i=1
En effet, prenons p = 2 :
{ =1

9A=E>g

baox=fo=U—=FHa+o—9)f+ (= flgr—9)
[Fagx — fal < [fx = fllgl +lgx — gllfI + | fx — fllgr — g
SUP‘ngA — fal < sup|fA — f| Sup\g\ +Sup\gx — 4 Sup|f| +s%p|fx — f| s%p\gx — 4

%/—/ \/—’ %/—’ \f—/ N ~~ ~~
o 3 et est fini o 3 et est fini : o

= s%p!fxgx — fg| = 0.

3. Si
9= g, inflgl#0
alors
1 1
N :> _’
a £ g
En effet
1 1‘ _ |9~ 9‘
an g arxg
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comime

n=9-(9—9\)

ol =lg— (9= g0 = 21| > Sinflgl:  — < ——
=lg— (g — - —in —
gx g g — gx _29 =5 g !gA|_i%f|g]
1 1 2
= sup |— — —| < ——— sup|gx — g| .
g lgn gl (inflg))* &
i
0
4. Si
fx?f
alors
’fA‘i?’f’
En effet, comme
A =1 < = fl
jSléPHfA’_’fHSSI;P\fA—f\-
———
¢
5. Si
fA?f
alors ) )
,\=E>f
En effet,
[Ix—Fl=1fx— 7l
=[fr—f]
= sup|fr — f| = sup[fr — f]
E E
6. Si
fA:E>f7
alors
Rf)\?Rf
Imf,\?lmf.
En effet,si
f)\?bﬁ
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on sait que ~ B
=
f)\ I f7

Lf + f] =Rf,

[f = f] =1Imf.

]

1
2
Imfy = %[fA — il =

Rfx = %[fA + h =

[\Dl,_.

7. La limite uniforme des fonctions bornées est bornée :

Si
=l suplffa
E

alors on a :

f=hH+f—F5h

Ifl < |fal +1f = £l

= sup| f| < sup|fa| +sup|f — fa].

E E E

—_———
1
0

Relation entre les deux convergences

Lemme :"Si
I = I
alors

f)\:>f7

KCE

ou K est un compact contenu dans E."
En effet, on a :

St}l{p!fx —fI < Slép|fx —f| (ona K CE).

En particulier, si
V compact K C E sup|fy, — f| — 0,
K

on a :

5(0) = )] = supl = 11— 0 (puisaue {r} est compact )
=T
En mettant ensemble ces résultats, on a la chaine :
fx?fﬁfAKZgEfifngi

HL 3 1 1 "
a = implique la —
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Critére de Cauchy

"La CNS pour qu'une famille de fonctions f) converge uniformément vers une fonction
f pour A = Xg est que sup|f, — f.| = 0 pour p, u suffisament proche de Ay"
E

On a en effet

‘fp_fﬂ‘zlfp_f‘i_f_f:u’
§|fp_f|+|f_fu|

Sup|fp_f,“| < Sup|fp_f| + SUp|f—fu| — 0
FE E E

—— ——
{ 4
o quand p-xy o quand u—sxg

Relation entre la convergence uniforme et la limite des valeurs des
fonctions

Théoréme :
"Si
fu= f.lim fy(2) 3 pour A= A,
E T—XT0
alors
J Llin Sl = Jim L 52
Démonstration

On a successivement

[fuly) = £ () = | Fu(y) = fulwo) + fulwo) = fulzo) + fulxo) — fu(2)]
< fuy) = ful@o)l + 1 fu(o) = fulxo)l + [fu(2) = fu(2o)]

Prenons la limite
Y — To, 2 — X

[fu) = LoD < [fuly) = Julwo)| + [ fulwo) = fulwo)|+ [ fu(2) = fu(xo)]

J/

i i ]
( POUr u—xg €t y—ap) ( pour v—xy €t z-a)

Contre exemple

Mx)=e? A>0
xg=0, A— 00

lim [lim e ] =1
A—=Ag T—T0
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lim [ lim e™*] = 0
=0 A—Ag

nous voyons que

1#0.
Exercice
vérifier que la premiére hypotheése est non remplie.

Exemple

lim [lim fy(x)] =1

)\—))\0 T—T0

lim [lim fy\(z)] = 1.

T—To A—=No

premiére hypothése :

Fue) = fo@] = (= pa+1 = (1 =) — 1
= ol Kl

p
( pOlll" u,uﬁ)@:l)

sup|fu, — fu| = |v — p|sup|z|( si I est un intervalle borné)
I I

!

0

Deuxiéme hypothése :ok

Relation entre la convergence uniforme et les fonctions continues

Théoréme :
"La limite uniforme des fonctions continues est continue."
Autrement dit, Si

- Hh e Cy(E)

- f)\ ? f7 A= )\07
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alors f € Cy(E).

En effet,
lim f(z) = lim [lim fy(2)] = lim [Tim fy(2)] = f(zo)

T—T0 T—TQ >\—>/\() )\—))\0 T—T0

Théoéme de DINI

" Sl

— fm est une suite de fonctions réelles

— fm € Co(K), K compact

— fm décroissent ou croissent de fagon monotone sur K vers f
Alors f,, = "

Démonstration

On considére les nouvelles hypothéses suivantes
— fm réelles
— fm décroissantes [sinon prendre — f,,| vers f
— fm décroissantes 0 [sinon prendre f,, — f|
Montrons que f,, =~ 0

Notons d’abord que la condition
fm décroissantes 0 < f,1(x) < fi(z), x € K, m € N. Notons ensuite par I, les
ensembles

I, = {z, f(x) > €} N K € petit et positif

Ces ensembles sont des compacts :
1. I, C K = I, bornés

2. Considérons une suite z € I, telle que xp — x : k étant fermé, xr € K
Nouvelle these x € 1,7
Oui car f,,(z) > € (passage a la limite z, — )
fm(z) > €| car f,, Continues |
De
€ < fo(z) < fulz), x€lpyy —ax€l, (car I,y Cl,)

Les I,, forment une suite de compacts emboités, on a donc deux situations possibles :
— Ils ne sont pas vides et ont au moins un point en commun y < Vm, f,(y) > €
Ceci est contraire de 'hypothése de décroissance.
— A partir d'une valeur m = M, M +1,---1, ils sont vides et on a

fm(x) <€, m>M
= sup|fi(7)] =< € < supf, = 0
K K

d’ou
fm =0

Analyse III page 14 Dr Janvier Pesser



1.3 La convergence uniforme et les fonctions de classe

Cp(82)

Commencgons par p =1
Théoreme "si
— fr € C1(22), Q2 ouvert.

— [ convergent ponctuellement en au moins un point xy d’'une composante connexe

de Q o7
- _ A (%)
D, fx oz, K:C>Q . K Compact de €2
Alors
B2
- [eCi(Q)
~ D, f = f% [La dérivée de la limite uniforme = La limite uniforme des dérivées |"

Démonstration

1. Montrons que f) convergent uniformément dans une boule ouverte de {2
Soit B(zg,r) une boule ouverte de € de centre zy et de rayon r.
Dans cette boule, on a successivement

SUp|fu(w) = ful@)] = sup|fu(@) = ful@o) + fulwo) = fu(z0) + ful20) = fu(w)]
= sup|(fy = f)(@) = (fu = fu)(z0) + (fulwo) = fulwo)]
< sup|(fu = Jo) (@) 5 e = £u) (20)| + [(Fu(o) = Fi(0)]

< Slép| > @k = xok) Dy (fu = Fidlsones| + | (ful®o) = fu(w0)]

k:1 TV

do

< sgpz |2k — ok Dat fu — Day £

k=1
n

<nr Z sup| Dy, fu — Da, fo|( Par Cauchy appliqué aux dérivées
k=1

~

Jo
On conclut alors par Cauchy que fy ? f

2. K étant compact, il est recouvert d’un nombre fini de boules( HBL : Théoréme de
Heine Borel Lebesgue)
fa = f. f est au moins Cy(2), elle est méme C;(2)

Sz + he;) — f(z)

h
Ialz + he;) — faz)
h

D, f= ’lllm

—0

(%)
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. . + he;) —
D,if = }lllg(l) ugg\lofk(x €h> fk(x)}

()
(*) et (*%)

3. Comme
r € Ci(Q), Dy, fr € Co(2)
D$if)\:>fl fZ:D.mf
K N———

limite uniforme de fonctions continues

< feC(Q)
Plus généralement,
"Si
~ HheG(Q)
~ DyeiDyos . Dyon fx convergent dans chaque composante connexe de {2 en au moins
un point xg, oy +as + -+ a, <p—1
_ Da:cfl Dx;xz .. D:c%“ f)\ ﬁ) fOélOéQ-..Ocn
Alors
~ A K:C>Q /
- fe OP(Q)

— foraz-an —Dx«lxlngz . Dyon f
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Chapitre 2

Intégrales particuliéres dans R

2.1 Rappel sur les critéres d’intégrabilité des fonctions

Par définition, une fonction définie presque partout sur Ja, b[C R (intervalle non néces-
sairement borné) est intégrable en a™ s’il existe un reél a’ €la, b] tel que f soit intégrable
sur |a, a'[. De méme, f est intégrable en b~ s’il existe un réel b’ €]a, b] tel que f soit inté-
grable sur |0/, b[. Lorsque f est continue sur |a, b[, son intégrabilité sur |a, b| est équivalente
a son intégrabilité en a™ et en b~

Rappelons d’abord des cas trés utiles ou il est aisé de vérifier 'intégrabilité d’une
fonction continue f sur ]a, b[:

1. Si F est intégrable sur |a,b] et si |f|'< F presque partout sur |a,b[ alors f est
intégrable sur |a, b[;

2. Si a est réel et si f admet une limite finie en a™, alors f est intégrable en a™ ; de
méme en b~.

Critéres pratiques d’intégrabilité

Les criteres pratiques d’intégrabilité suivants sont basés sur le premier résultat rappelé
ci-dessus et sur l'intégrabilité de z — :%9 en 07 ou en +oo (rappelons que cette fonction
est intégrable en 0" si et seulement si 6 < 1 et est intégrable en +oo si et seulement si
0> 1.

17



Soit f une fonction continue sur |a, b[.
— Sia € R, alors f est intégrable en a™ s’il existe § < 1 tel que

lim (2 — a)’|f(z)|

z—a™t

existe et est finie.
— Sia= —o00, alors f est intégrable en —oo s’il existe 6 > 1 tel que

Jim_[al’|f(2)

existe et est finie.
— Sibe R, alors f est intégrable en b~ s’il existe 8 < 1 tel que

lim (b — 2)"| f(2)|

T—b—

existe et est finie.
— Si b= 400, alors f est intégrable en +oo s'il existe 6 > 1 tel que

lim 2’| f(z)]

T—r—+00

existe et est finie.

Critéres pratiques de non-intégrabilité

De méme, on obtient des critéres de nonxintégrabilité sur Ja, b[: Si f € C°(]a, b]), alors
f n’est pas intégrable sur cet intervalle dans les cas suivants :
—a€Ret lim+(x —a) f(x) existe et différe de 0
T—a

—a=—00et lim |z| f(z) existe et différe de 0
T——

~beRet 11m (b —z) f(z) existe et differe de 0

- b=+ et hm xf(z) existe et différe de 0.

2.2 Intégrale de Poisson et intégrales associées

2.2.1 L’intégrale de poisson

L’intégrale de poisson sécrit :

+00 1
I:/ e“xzd:v:—\/?, a>0 (2.1)
0 2V a

— Intégrabilité :
2 2
e " € Ly(]0, +o0[) car e " € Cy([0, +00]).
De plus
lim 2% %" =0
T—>+00
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De cette intégrale de Poisson, déduisons deux autres intégrales utiles.

— Calcul : La primitive de I'intégrand ne s’exprime pas au moyen d’un nombre fini des

fonctions élémentaires. Pour calculer I'intégrale, on procéde de la maniére suivante :

Si I désigne son expression, on peut écrire

I’ = / e“’”Qda:/ e dy
0 0
= // e_a(z2+y2)d$dy
[0,400[x[0,+00[
too oo 2,2
= / / e ) dady.
0 0

Cette intégrale dans R? a un sens par le critére de Tonelli.
Passons aux coordonnées polaires

x =rcosf
y=rsinf, r>0,0¢]0, g]
On a le déterminant de la matrice jacobienne

dtmJ = |J|=r

jus +o00
I’ = /2 d@/ e~ rdr = 1.
0 0 4a

L’intégrale I? devient

2.2.2 Intégrales associées

I.

— Intégrabilité : comme ci-dessus

— Calcul : Pour calculer I'intégrale, on remarque que, pour b € R,

d b2 Foo —az?
7 <e4a /0 e CoS bxda:) = 0.

En effet, la dérivée en question nous donne

d 2 Foo 2 2 b Foo 2
7 <e£ia/ e *" cos bxdx) = 637 {2—/ e~ cos bxdzx
0 aJo

*° 2
—/ re Sinbxdx}
0

en justifiant la dérivation sous le signe. En intégrant le second terme par parties,

on obtient

“+oo
(&

—axr

oo *Sinbriteo b
/ re” " gin brdr = — [ﬂ] * —
0 2a 0 2a J,

—ax

2
cos bxdzx,
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d 2 [
7 <efm / e~ cos bxdx) = 0.
0
La fonction entre parenthéses est indépendante de b, elle est donc égale a sa valeur
pour b = 0,
/+OO e dy = 1 T
0 2V a

Soit :
“+o00
/ e~ (035 g — 1\/Ee_2m a>0,b>0
0 2V a

— Intégrabilité : comme ci-dessus
— On utilise le méme procédé pour calculer. On prouve que, pour b €]0, 00,

+o0
4 62\/%/ e @3 gy ) = 0.
db 0

En effet, cette dérivée vaut

400 +oo
A v / oty — 4 / oA=Ly g
db 0 0

db
L e VB (vl
al (%) d

+oo
> \/E/ 6—(\/535—%)26&
b Jo
+oo

d
_/ o—(Vaz— )2 42
0

I1.

xr2

Si on pose

QI

b

X

+oo
\/E/ e*(\/@*%)zdy
b Jo

et la dérivée considérée est nulle.
L’expression entre parenthéses est donc égale a sa limite pour b =0

oo
lim e*(“m%rz%)da: = 1\/E
=0 J 2V a

= Vay,

le second terme vaut
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2.3 Les intégrales Eulériennes

2.3.1 Premiére intégrale eulérienne

La premiére intégrale eulérienne est
+oo
['(n) = / e "™ dr, n €]0, 00|
0

Si on le considére plus particuliérement comme fonction de n, elle porte le nom de
"fonction gamma'".

Propriétés
1. I'(n) est définie pour n €]0, +o00[
En effet, e *2"~! € L;(]0, +00) car

e *z" 1 € Cy(]0, +o0])
lim zfe *z" ! = lim e ®t@n-lhz —g 1 _p<h<1

z—0t z—0t
lim afe %21 =0, 6 > 1.
T—+00

2. I'(n) > 0 : intégrale d’une fonction positive.

3. T'(n) € C*=(]0, +o00[),

les dérivées successives se calculent sous le signe d’intégration.

dar o
—1TI'(n) = / e 2" YInz)Pdx
0

dnr
En effet, 'intégrand est indéfiniment dérivable par rapport a n et on a

dP

-z, n—-1\ _ —x,.n—1 p
dnp(e ") =e 2" (Inz)P.

Cette derniére fontion reste intégrable dans [0, co].
De plus, si n € [ng, ny| CJ0, +00],

]e’xx”’l(lnx)p\ <e " sup {\x!”’1| Inz|P} € Ly([0, +o0f)

no,n1

4. On a la formule de récurrence :
I'(n)=(mn-1I'n-1)
En effet,

+o0
[(n) = [—e‘mx"_l}goo +(n— 1)/ e 2" dx
0

=(n—1l(n—1)
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5. Valeurs remarquables de I'(n)
(a) I'(1) =1
(b) T'(n) = (n—1)! sin e Ny
(c) T(3) = V7
- (2n)!
() T(n+3) = $7 (20— 1)(2n—3) - = 505
6. Le comportement de I'(n) quand n — 07 ou n — +00 :
- hm ['(n) = +00 et plus précisement lir%nl"(n) =1
n—ot n—
En effet, nI'(n) =I'(n+1) - I'(1) = 1.
_ I'(n+1)
— lim I'(n) =400 et mieux lim ————
n—+o00 ( ) n—+ooe~ ”n”\/%
En effet posons = =n+/nv dans T(n+1)= [ e "a"dx.

T =n+nv,
dr = v/ndv,

Sin=0, v=—yn etsiz=+

/7, sin est un entier positif.

=1 (Formule de STIRLING)

>, v =+400.

+oo
I'(n+1)= / e~V (/)" ndw.
VR

L’expression
6—(n+vx/ﬁ)(n+v\/ﬁ)" —) e~ (ntoyn) JIn(ntoyn)"

7(n+v\/>) nln(n+vf)
—(n+vy/n) nln(n )

n—l—v\f nln )Jrn Inn

_ nln 1+vf n
e (n+v\/ﬁ)e ( n )6lnn

— e e nGNIH(l-l-vf)

Ainsi, I'(n + 1) devient
+00 I
I'n+1) = / e "peTUVTe" (142 )\/_dv
N
Ce qui implique que
Fn+1) oo (—vy/m+nin(1+
— = = e
emnt/n ) m

On peut obtenir le résultat annoncé en passant & la limite sous le signe d’inté-
gration

dy.

r 1 too
nl_l)IJIrloo % = nl—l>Too o exp [(—\/ﬁv +nln(l + %))] dv

- /:o erp ng—m +nln(l + %))} do
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La limite de I'exposant se calculant par I’Hospital

\_/_% +1In(1+ \/Lﬁ) . —on2 un

lim
n—o0

3=
3
1
3

[\
s
o4
+
N

v
2
et
r 1 02
lim M — %) do
n—+oo e~ "N /n o
= V2.
D’ou p )
o LD
n—=+coe =N/
La formule peut encore s’écrire
r
m L)y

n—-+00 e—nnn 27
\/ n

Un corollaire intéressant de cette formule est le suivant
Fim + «)

li =1
miIJrrloo mo‘l"(m)
En effet :
. I'(m+a) e (m + a)m+a\/ P
lim ———2% = lim
m——+o0 mar(m) m——+oo mee—mmm /21
= lim e o(14 Symre, [T
m—>+00 m m—+ «
= 1.
De méme r .
i LD
m——+o0o F(m + l)mp
Soit |
lim (m +p)
m—+oo (m)!mp
et
. Tim+ %)
lim -
m—+oo F(m)m§
soit
1.3---(2m —3 1
lim (2m=3) 1| ( Formule de WALLIS).
m—+002.4 - (2m — 2) NZS
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7. Formule de LEGENDRE

1 T
T (n+5) = QT\/;F(%L)
En effet : .
I'(n)I'(n+ =) :// e Ly dady
2 R++R+
Posons )
R
4n?
y=n"
Soit o(z.y) ’
Y =2,/1y < T,y )
, dtm =|J|=—
{ n=Y o(1,m) o 7
2
| — 7]2
F(?’L)F(’I’L—i-l):// e (4772 )22—2n¢2n—1d¢d,’7
2 R+ R+
wQ
R /°° (@*)
o 22n—2/0 ¥ dyp 0 € dn
VT [ o -
- /O V2l
T
= 2;/;1F(2n).

2.3.2 Seconde intégrale eulérienne

La seconde intégrale eulérienne est

1
B(m,n) = / 2" (1 —x)" tdx
0

Considérée comme fonction de m et n, elle s’appelle " fonction béta".

Propriétés
1. B(m,n) est définie pour m et n > 0
2.

En effet :

L'(m)(n) = //]R+ . e~ @ gm=lyn=1qydy (Tonelli) .
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Posons

Soit

D(m)T(n) = / / e Py (L gy
10,00[%]0,1]

o 1
— / e¢¢m+n1d,¢/ (1 _ 77)m71,0n71d77
0 0
= ['(m +n)B(m,n).

3. D’aprés ce que nous avons vu sur la fonction I'; B(m,n) est donc connu pour m et
n entiers positifs ou demi entiers positifs.

4. 1l existe un cas ot on peut calculer directement B(m,n) sans passer par I'(n) : pour
6 €]0,1[ , on a

™

B(0,1—0)=— Formule des compléments
sin 67
Ce qui entraine
T
LOr(n—0) = .
(O)( ) sin 67
En effet :
1
B(0,1 - 0) :/ 211 = 2)da
0
Posons
oy
r=_——
I+y
+o00 y9—1
B6,1—0)= d
wa-0= [ L

Cette derniére intégrale a été calculée par Euler, elle vaut

- et on peut retrouver
) _ N ] sin O
le résultat en procédent de la maniére suivante :

Soit (#) la valeur de I'intégrale recherchée, si |A| <7

“+o00 x971 )
/0 Y _dr—e®y0)  (x)

1+4+eg
car

D)\[e(iAQ) /+oo Ldl‘] — (M) |5p /+00 201 e /OO e 20 e
0 14 ey 0 1+ ey o (14 eNg)?
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En justifiant la dérivation sous le signe d’intégration,
Cette intégration vaut
b e
(ir0) ; —
e | =0
{(1 + 6(“)95)} 0
et 'expression entre | | est égale a sa valeur pour A = 0

Soit
+<>ol,971
dx = v(6).
/O T % 7(0)

En égalant les parties immaginaires dans(*)

I( 1 ):I[ 1+ xcos\ —izsin\
1+ ey (14 xcosA)?+ (xsin\)?
B —xsin A

142z cos A+ 22

On trouve

+o0 IG
sm)\/o . +2xcos)\+x2d$ = () sin \6.

Montrons que le premier membre tend vers 7w si A tend vers +m
En effet :

+o00 $0 400 xe
Sin)\/ dxzsin)\/ —5—dx
o 1+2xcos\+ a2 o (z+cosA)?+sin” A

: 0
.. ) ) 1o (usin A — cos A
pour A assez voisin de £, posons & = a/sin A—cos A I'expression vaut | ( ) d

cot A 1+ w2

U

et si A — %,
du

Cette intégrale tend vers f;:: Tow = 7, en vertu du théoréeme de Lebesgue,
u
: . 6 0 (Jul +1)°
puisque |(usin A — cos )| < (|u| +1)? et que BEREE € Ly(]0, +o0])
u
Alors v(0) sin O = 7 cqfd
5. Notons enfin que
1 1

B(m,m) = 22m_18(m, 5)

Par la formule de Legendre
[L(m)?]
B —

Analyse III page 26 Dr Janvier Pesser



Exercices : Intégrales qui se raménent a I'(n) et B(m,n)

Intégrales Parameétres Substitution
- ™ =] ;
.]O+°c e~ (@@™) gndy = %a7 m F(HT”) m>0,n>—-1,a>0 y=ax™
I e T = T M < T i mn> 1550 a50 [ =7y
f:(x—a)m(b—a:)”da:: (b—a)ymt"H1B(m+1,n+ 1) m,n > —1 z=a+ (b—a)y
p (x—a)™(b—z)" (b — a)ymTnFl a(b—c)+cla—Db)y
dx = B(m+1,n+1 m,n > —1, c¢[a,b =
R P e T A T s : #let (b—clt(a—by
mET
oo ™ b » m+1 m+1 m+1 b
dx = B(™= n — = m>—-1, n>"= a,bp>0 =
N Y S I A MY
Jo© sin™ @ cos™ 0de = 1B(™fL, ntL) m,n > —1 y =sin? 0
o m Qgin™ @ Bm+l7n+1
Jo? o Sl;l min g dg = ( m2+1 nil) m,n > —1, a,b>0 sin? 0 = 7((1_‘}1);”T+b
(acos? 6+ bsin?0) 2 20" 2 b 2 -

2.4 Intégrales trigonométriques

2.4.1 Deéfinition

On appelle intégrale trigonométrique des expressions de la forme

[ ro{ g b

—00 a
et (x) { ;Orf } Azdr = lim f(x) { o8 } Azdz (Intégrale fléchée)

a—ooif S11

Ici A joue le role d'un parameétre.

Théoréme 2.1 La condition nécessaire et suffisante pour que ces intégrales aient un sens
est que f soit intégrable sur [a, 0], c’est-a-dire f € Li([a,c]). De plus

/a f(x){ Sﬁ? })\a:d:v /\:&{/a f(x){ Sﬁf })\xdx

Démonstration

1. Condition nécessaire : Supposons que faoo f(z) { ;01: })\xda: ait un sens et mon-

trons que f € Lq([a, 00]).
Comme f(x) = f(x)(cos® Az + sin® Az, cela implique que
1f(x)] = |f(z)cos® \x + f(x)sin® \z|
< | f(x) cos Ax cos Ax| + | f(z) sin Az sin Az
< | f(x) cos Ax|| cos Ax| + | f(x) sin Ax|| sin Az|
< | f(x) cos Ax| + | f(z) sin Az

= |f(x)|de < / |f(x)cos)\x|d:)3+/ | f(z) sin \x|dx
) Y ) Y
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Donc f est intégrable car elle est majorée par une fonction intégrable.

2. Condition suffisante : Supposons que f(z) € Ly([a, oo[) et montrons que

f(x) { ;frf }/\:v € Ly (Ja, +00]).

\f(x){ cos }m @i G o
£(@)

On a

- f(rc){ o I e L)

Montrons, de plus, que l'intégrale converge uniformément, c’est-a-dire

¢ Ccos o oS
/a f(m){ sin })\:rd:v = ) f(x) { sin })\xdm
En effet,

[ f(x){ <in }/\:pdx— 7 f(a { <in })\xdx
“ oS
= s;elg /a f(x){ sin })\mdw+ Oof { sin }Axdw
“ cos
= iﬁg /OO f(x){ sin })\xdx
= sl [ { 5 )
op [Cven{ G}

sup/oo|f(x)|d:1:—>OSia—>oocar /af(x)dx:().

AER J o

SUPxer

xdx

IN

dz

IN

O

Théoréme 2.2 Si f est réelle et si f décroit vers zéro quand x tend vers l'infini alors

o) 2 Vs

s { 2 ] <

[ farte g, [ s et
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De plus




Démonstration

La démonstration de ce théoréme repose sur une inégalité remarquable suivante : si p
et ¢ appartiennent dans |a, +o0o[ avec p < ¢, pour fixer les idées, alors

[ rof g pass

pour autant que f décroisse dans |a,4+00[. Sa démonstration est facile sous I’hypothése
supplémataire f € C}(]a, +o00[). En effet,

! o8 | \vdr= [ lDI{Sm }Ad
[ o] G faaas = [ sogp{ Y awds

En intégrant par parties, on a :
q 1 sin 1 sin g 1 [1 sin
/p f(x)XDx{ on })\xdx - [Xf(x){ " }Ax}p—x/p Dmf{ " })\xdx
1 sin 1 sin
S VR R YR VR B B

2

= {2 b o f 5 b

c oS
P sin
+X/q Dggf{ o })\xdx
Cela implique que
[ { G fanas| < il faal+ o {
+/q Dxf{ o })\x da
< U@+ 10)+ 1) - )
2
< B (p)

Pour p, ¢ suffisament grand , on a

el cos : “ cos
/a f(x) { <in } Ardr = al_lLI_loo f(zx) { sin } Azdz.

a

D’apres I'inégalité précédente,

[ o G aa
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< W (a) — 0 car f(z) décroit vers 0 lorsque x — +o00.

lim
a——+400

/a ) f(x){ zfrf })\xdx

Ce qui implique que fa_m f(x) { o8 } Axdr a un sens.

sin
De plus
sup f(z ){ })\:cdx—/ f(x){ . }/\xdx = sup flx ){ })\xd;(;
ARy |Ja a S111 AeRg |Ja n

2
Sxf(a)%Opoura—mxa

2.4.2 Cas particuliers

1. Axdx = ; .
Ofe { n} rdx 2 a>0

Existence

Donc l'intégrale

existe au sens ordinaire.

— Calcul
/00 e“”{ o8 })\xdm = { r }/00 e~ ety
0 sin z 0
_ { 713 } 0 e—a=iNz gy
R o—(a—iN)z
:{I }[_ a—i\ 10’
B { 7z } a— i\
R | a+1iA
- { 7 } a? + \?

Ce qui implique que

— 00 —00

sin )\x smx
.

2. f = Zsign(A) et f 5
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— Existence
Comme

1
— 1 0 pour x — o0,
x

cette intégrale existe en vertu du théoréme 2.2 et elle est nécessairement fléchée
car < ¢ Ly([0, +o0]).

— Calcul
i) A =1, notons d’abord que

1 oo
- = / e tdt
x 0
et calculons l'intégrale comme suit
—400 3 « +o0
sin
/ dr = lim / / e~ sin xdxdt
0 €T a——+o00o 0 0
[ee) +o0 o0
= lim (/ —/ )da;/ e~ " sin zdt
a——+00 0 o 0
+00 +o0 +oo +oo
= / </ e *tsin xdx) dt — lim dt/ et sin xdx
0 0 a—+oo Jq @

+o00o 1 +oo +oo
= / dt — lim dt / et sin zdx
0 0 «@

t2+1 a—r+00

J/

—0

D’ou

—+00 1 +o0 1
/ smxdx _ / Q—dt
0 T o t*4+1

= [arctan t]>

™
B .

i) A£1

71 gin \x
dz
0 x

On pose
y=[Az: yel000]

Yy dy
== dr=-=>
Al Al

A = |Asign\, Az = sign\y

i

sin Ax = signAsiny

sin )\xd stgnAsiny dy

r=——"">"-"

x Yo
A
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—+00 L )\ ——400 3
/ S e = sign)\/ Smydy
0 Z 0 Y

T
= —SignA.
2 g
T2 cos Az —1° rsin Az
f mdl‘ = %G_I)\la et f mdlﬁ = %6_‘)4(181'9”)\, a > 0
0 a T 0 a T

— On vérifie facilement que ces intégrales ont un sens, la seconde étant seulement
une intégrale fléchée.
— Pour calculer la premiére, on note d’abord que

1 ooy
prap :/ e,
a“ +x 0

et on procéde de la maniére suivante

+o0 by +oo  pHoo
/ C2Oj_ 172 dv = / / e~ (a* + 2°)t cos \xdxdt
o a T 0 0
400 pHoo ) )
= / / e Vlem " cos Ardxdt
0 0
+00 ) 400 )
_/ e " tdt (/ e ' cos )\xdx)
0 R 0 ’

poisson(Intégrale associée 1)
)\2
(a2t+—)

= —\/_/m —dt.

On pose enfin

Vi=u— =2du, u € [0,+00]

e

o a2u2
:>/ COS \T dv = /7 / +4u2 s
0

a? + 2

J/

Poisson (Integrale associée II)

_ T —2a
2a
— La seconde intégrale se déduit immédiatement de la premiére en dérivant ses deux

membres par rapport & A. On peut effectivement dériver 'intégrale sous le signe

d’intégration car
d * cos Az * rsin Az
— —dx | = — ——dx,
dA \Jy a®+ 2? o T2+ a?

quel que soit « et, si a« — 400, la seconde intégrale converge uniformément par
N OO0 zsin Az

rapport & A vers — fo rrarde. o . .

La propriété résulte donc du théoréme sur la dérivation des limites des fonctions

paramétriques.
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4. Intégrales de FRESNEL :

cos |y
/—>+OO SiIl d T )\
— < dx = —,
0 N3 2\
— Ces intégrales ont un sens car (\/LE) 4 0,81  — 400, mais elles sont fléchées

puisque (=) & Li([0, +oo]).
— Calcul

De l'intégrale de Poisson

>0

+o0 1
/ e dy = —\/E,
0 2V a

1 2 /+°° ey
— = — e T
va VT Jo

o0
e~ dt

on tire

et

ﬁ:ﬁ/o

Ainsi, en raisonnant comme dans un cas précédent, il vient

co
—+oo { sin })\x oo )
/ - dr = — lim / / et { })\xda:dt
0 \/E 71'a—>+oo
+o00 +o00 2
= dt e~ . Axdx
f/ [
+o0 +oo 2
——— lim dt e " ) Axdz.
7 | / Lo )

En calculant le premier terme du second membre de 1’égalité précédente, on a

cos |y t?
—+% ] gin v 2 Sl D
/ sm ) g
0

= — dt
NE N ST

Or on sait que

+1

o ™ br ™" m+1 m+1
T S WS
0

axP 4+ b)" pa’? P P
t2
) | RS
En utilisant I'expression précédente pour calculer fo 254—1——)\2(#’ on a

* 2 1 3 1
———dt =
o tHA 4f
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et

D’ou

dx

5. fOAJrOO{ C.OS })\xde

S111

1d
Elle peut étre ramenée a Fresnel en posant x = |/y,dx = 573/_7
Y

7 cos
= .
0 sin

2.4.3 Travaux dirigés
Exercice 1. Calculer les intégrales suivantes
+oo

I e~(ar?+brte) g > 0, b et ¢ réels.

+o0
2. [ 6_(w_%)2d$, a > 0.
0
3. [ e kG=2%dx, a, bet k> 0.

4. [ (E — 2)267]6(57%)2d$, a, bet k> 0.

+oo © 2
5. [ <f2_§ + 2_22) e k(E-2) dr, a, bet k>0.
0

“+o00

6. f ;Siiﬁdx, aetb>0.
0

7. [ E—dz, a>0.

0

\rldx = 1

y € [0, o0
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Exercice 2. Ramener les intégrales suivantes a des intégrales eulérienne et donner leur
valeur :

1

L [(1—a?)"dz, m > —1.
0
1

2. Ofmdx m > —1.
: d

3 [t h>q
af (e—a)6—2) ¢
400 J

4. 7f (222 +4x+3)*"
“+o00

5. f e i dx.
0

1

G.Jm,p>1

+oo
7. Jl+zqu 0<p<aq.
b
8.{20\/@&1)@, c<a<b.

Exercice 3. Calculer les intégrales trigonométriques suivantes :

1 mar_g-be [ CcOS AT
L. of T{ sin \y }dm, (aetb>0).

+oo
2. f cosaz—cosbz go- - et b > 0.
0 T
+oo
3. f COSMI—Q‘DSI’””CZ:C aetb>0.
0
—+o00
4. [ smezcosbrgg, g et b > 0.
0 T
+0c0 )
5. f e ST 0 g > ().
0 T
400 N
cos \x
+oo b
sin ax sin bx
——+o00
8. j‘ sinaccsir;bxcoscxdx’ CL,b et ¢ > 0.
0
“+o00
9. f sinaxsinémccoscmdx’ a,b et ¢ > 0.
T
0
+oo 9
10, [ (dnar)? gy,

T
0
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Chapitre 3

Transformées de Laplace

3.1 Introduction

La transformation de Laplace est, avec la transformation de Fourier, I'une des plus
importantes transformations intégrales. Elle intervient dans de nombreuses questions de
physique mathématique, de calcul des probabilités, d’automatique, etc., mais elle joue
aussi un grand role en analyse classique. Elle porte trés légitimement le nom de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827), surnommé le « Newton frangais», éphémére ministre de
I'intérieur de Napoléon Bonaparte, qui avait commencé ses travaux dés les années 1770,
sous I’Ancien régime. En effet, Laplace a souligné I'intérét de présenter la plupart des fonc-
tions, des suites, des sommes partielles et restes de séries usuelles sous forme intégrale,
afin d’en obtenir des développements. Sous 1'influence de Liouville, le hongrois Joseph
Petzval (1807-1891) fut le premier & étudier la transformation de Laplace en tant que
telle, et ses applications aux équations différentielles linéaires. Plus tard, I'ingénieur bri-
tannique Oliver Heaviside(1850-1925) a inventé le calcul symbolique afin de résoudre
des équations différentielles et intégrales. Laurent Schwartz (1915-2002) a étendu la
transformation de Laplace aux distributions, permettant de mieux comprendre et étayer
le calcul symbolique.

La transformée de Laplace présente un grand intérét du fait que dans un grand nombre
de domaines des sciences, elle est un outil d’extréme utilité. Elle est particulierement
adaptée a I’étude de la dynamique de systémes supposés dans un état connu a un certain
instant, que 'on peut prendre comme origine des temps.

En mathématiques, la transformée de Laplace fait partie des outils utiles pour la ré-
solution d’équations différentielles. Par la transformée de Laplace, les équations différen-
tielles sont transformées en des équations algébriques. Ceci simplifie souvent le probléme
car on doit alors résoudre une équation algébrique plutot qu’une équation différentielle.
Ajoutons que les équations différentielles non homogénes sont traitées exactement de la
méme maniére que les équations homogénes. Il n’est donc pas nécessaire de résoudre
d’abord I’équation homogéne correspondante.

Un autre avantage de l'utilisation de la transformée de Laplace pour résoudre les
équations différentielles est que les conditions initiales jouent un role essentiel dans le
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processus de transformation. De fait, les conditions initiales sont automatiquement incor-
porées dans la solution contrairement & l’approche classique ot elles ne sont introduites
que lorsque les constantes arbitraires d’intégration sont déterminées. La solution satisfai-
sant aux conditions initiales données est entiérement déterminée en ce sens qu’on n’a pas
a rechercher les valeurs appropriées des constantes arbitraires dans la solution générale.
Bref, la transformée de Laplace est un outil idéal pour résoudre les problémes & valeurs
initiales.

3.2 Définition

La transformée de Laplace appartient a la famille des transformées intégrales. De
maniére générale, une transformée intégrale établit une relation entre une fonction f de
la variable réelle t et sa transformée F' sous la forme :

F(p) = / K(p,t)f(t)dt, (3.1) |oi

(p,t) — K(p,t) est une fonction donnée appelée noyau de la transformation et ou I est
I'intervalle d’intégration spécifié. L’expression (3.1) permet de transformer une fonction
f en une autre fonction F', appelée transformée de f. Bien sir, il faut se poser la question
de l'existence de l'intégrale de (3.1).

Définition 3.1 Soit f une fonction de variable t définie pourt € [0, 00[. La Trans-
formée de Laplace de f est la fonction F_de la variable complexe p définie par la
relation

F(p) = L,{f ()} = / e ()t (3.2)

La transformée de Laplace utilise donc le noyau spécifié par K(p,t) = e ?*. On note
la transformée de Laplace de f par F' = L{f}, ce qui signifie F'(p) = L,{f}.

Cette transformée de Laplace est parfois appelée transformée de Laplace unilatérale
car elle est uniquement définie pour des valeurs positives de t. Les fonctions a transformer
sont soit des fonctions réelles soit des fonctions complexes. Dans notre chapitre, nous
allons considérer généralement des fonctions a valeurs réelles. Nous supposerons également
que toutes les fonctions & transformer sont causales c’est-a-dire fonctions nulles pour des
valeurs de t strictement négatives (f(t) = 0 pour ¢t < 0).

Avant de donner des propriétés de la transformée de Laplace, nous discutons d’abord
de lexistence de l'intégrale dans (3.2) Nous commencons par la définition de certains
concepts.

Définition 3.2 Une fonction réelle f de variable réelle t est continue par morceaux sur
Uintervalle [a, B] s’il existe une suite croissante o = tg <t <ty < ... < t, = [ telle que :
— sur chaque sous-intervalle t;_ <t <t;, f est continue;
— [ admet une limite finie a chaque extrémité de sous-intervalle.

Une telle fonction f est dite continue par morceaux sur [0, 00| si elle est continue par
morceaux sur chaque sous-intervalle de [0, 00[. Notons qu’'une fonction complexe f est
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continue par morceaux si Re(f) et Zm(f) le sont.

Définition 3.3 La fonction f définie pour 0 < t < oo est dite d’ordre exponentiel s’il
existe un nombre réel a et des constantes positives T et M telles que pourt > T, |f(t)] <
Me™.

Soit ¢g une fonction réelle ou complexe définie sur l'intervalle [a, 00| et continue

par morceaux et A un nombre réel. Si limg o f g(t)dt = A, alors lintégrale im-

propre f;oo (t)dt est convergente et est égale a cette limite A. Sinon, l'intégrale im-

propre est divergente. Ainsi, la transformée de Laplace n’existe que si I'intégrale impropre

0+°° f(t)ePidt converge dans C pour au moins certaines valeurs de p.

Théoréme 3.1 (Ezistence de la transformée de Laplace).

Soit f une fonction réelle ou complexe continue par morceauzr sur 0 <t < oo et satisfai-
sant | f(t)| < Me™ pour certaines constantes réelles M et a.

Alors

F(p) = L{f}(p) = / e ()t

eziste pour Re(p) > a.
Preuve. Pour démontrer le théoréme d’existence, il faut montrer que l'intégrale

= /O ) f(t)e Pdt

converge pour Re(p) > a. Notons p = z + iy. Calculons
POl = | [ ey
| e
0

/OO |f(t)]e " dt.
0

Pour tout ¢ > 0, on a |f(t)] < Me®. Dés lors, F(p) est bornée en module pour tout
p tel que Re(p) > a car
| trwpea

< / Mee=tdt

IN

IN

[E'(p)]

IA

M
< / @=a)tgy = — (x > a).

T —a

Nous avons donc établi par comparaison que l'intégrale fooo f(t)ePtdt converge lorsque
x —a > 0, c’est-a-dire lorsque Re(p) > a.

g
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3.3 Propriétés

1. La transformée de Laplace est linéaire.
Soient f;(t) des fonctions dont la transformée de Laplace existe et ¢; des constantes.

Alors
z, {Zcifi(t)} =L (A0}

(]

En effet,

Ep {Z szz(t)} = /(;FOO e—pt {Z Cifi (t)} dt

% %

2. Si L,{f(t)} existe pour Re(p) > py, alors

L{e ' f(t)} = Lpra{f ()},

pour Re(p) > p1 — Re(a).
En effet,

Lo sy = " et payar

= /+Oo e_(p+“)tf(t)dt
= £p+a{f(t)}7

Re(p+a) > p
Re(p) + Re(a) > p
Re(p) > p1 — Re(a).
3. L{f(at)} = éﬁg{f(t)} si Re(p) > ap; ou a est une constante positive.
En effet,

+oo 1
L{f(at)} = / e P f(at)dt, posons at =t', dt = —dt’
0 a
— /+Oo e_gtlf(t/)d_t,
0

a

1 +OO Pyl
= —/ e"at f(t)dt
0

a

= L {f0),

Re(2) > pi & tRe(p) > p1 & Re(p) > ap;.
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Produit de Convolution

On appelle produit de convolution des fonctions F' et G de la variable ¢, I’expression
t
FxG= / F(r)G(t — 7)dr.
0
On peut montrer que F' « G = G *x F
t
FxG = / F(r)G(t — 7)dT, posons t — 7 = 7', dr’ = —dr
0
0
= —/ F(t—7)G(r)dr', carsiT=0,7"=tetsiT=t,7 =0.
Jt
= / F(t—7)G(")dr
0

= /OtG(T)F(t —T1)dT
= GxF.

4. LAF « G} = L{F}L{GY = LG * F}

En effet, on remarque que puisque

L{F} = /0 e P (2)de

£,{G} = / e PIG (y)dy,
0
il vient

LAFYL{G} = /000 e PF(x)dx /OOO e PG(y)dy.

Comme l'intégrande de la premiére intégrale ne dépend pas de la variable d’inté-
gration de la seconde intégrale, on peut écrire L£,{F}L,{G} sous la forme

61501 = [ R ([T e Gy ) dr

En posant d’abord
t=x+vy, ou x estfixé,

I'intégrale par rapport & y dans I’équation précédente devient une intégrale par
rapport a t. Ainsi,

LAFYL{GY = /0 TR ( / TG - x)dt) dz.

Ensuite, en posant z = 7,

LAFYL{GY = /0 R < / T — T)dt) ir
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Etant donné que f et g sont des fonctions causales, F'(7) = G(7) =0 pour t < 0 et
G(t—7) =0 pour T >t eten supposant qu’on peut inverser 'ordre d’intégration,
on obtient finalement

L{F}L,{G} = / e Pt/ G(t — 7)drdt

_ /0 - (/OF( )G(t—T)dT)d

= /00 e PH(F + G)(t)dt
= L{F=xG}.

. périodique ..
5. Si f(t) est { antipériodique } de période T, alors

L{f(t)} = %ﬂ /0 e " f(t)dt.

Définition : f(t) est { pér?0d1gue. } de période T'si { 7(®) {(t +nT) }

antipériodique f(t)=(=1)"f(t+nT)
périodique f(t)
Donc, f(t) est { ou si f(t+nT)= < ou
antipériodique (=1)"f(t)

En effet,
Lty = [ o
- Z/ ePLE(t)

onposet =t—nT, t €[0,T], dt'=dt

LA} = Z / (Y )il

_ 00 e_pnT fo e—pt f t/)dt/
2 { (1) fy e (et

n=0

et [ et (nat
S (=1)re T [T e f(t)dt

Or, > ;e P est la somme de termes d’une série géométrique illimitée. On sait

que
o oo 1
"= t —1)"2" = .
nzzox 1—xe HZ:O( )m 1+z
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Donc,
i e*PnT — 1 et i(_wnepnT — 1
1—e?t = o~ 1—e T

n=0
D’ou
B 1
C 1FerT

L0} / eV f (1)t

6. Transformée d’une dérivée : Si f est une fonction dont la transformée de Laplace
existe, alors L{f'} existe et est définie par

LAf'Y=pL,{f}— f(0), cest-a-dire L,{f'} = pF(p) — f(0).
En effet, .
£ / — —pt g/ d )
Ary= [ e

En intégrant par parties, on a
LY = [+ [ e
0

— 1O p [ s
= —f(0)+ PLy )
= pF(p) =f(0).

Egalement, si f et f’ sont des fonctions dont les transformées de Laplace existent,
alors la transformée de Laplace de f” existe et est donnée par

Ly = [ e

= e ] +p / eyt

= —f'(0) +pL{ [}
= —f(0) +p[=f(0) + pL{f}]
= p’F(p) — pf(0) — f(0).
Cette propriété peut se généraliser comme suit. Si les transformées de Laplace des

fonctions f, ', f”, ..., f™ 1) existent, alors la transformée de Laplace de f™ existe
et est donnée par

LA™} = p"F(p) = p 7 f(0) = = pfTP(0) = £V (0)
= PF(p) = 3 p T f00),

NB : Ces formules de la transformée des dérivées jouent un role important dans la
résolution des équations différentielles.
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3.4 Transformées de Laplace de certaines fonctions
1. Si f(t) =1, alors

LAf} = /OOO 1t

e
p 0
1
= e
p
B 1
b

2. Si f(t) = e, a € R, alors on déduit directement de la propriété 2 et de la
transformée de Laplace de f(t) = 1 ci-dessus que

1
L{e"} = D

3. Si f(t) =t, alors

L{f} = /0 N e Ptdt

= 0—25[_“}30
1
= _Z?(O_l)
1
= 5

Si f(t) = t?, alors

L{f} = /Oooe—Pttzdt

p

5
D’une fagon générale, si f(t) = t", alors

Lp{f} =

n!
pn—l—l'
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4. Si f(t) =€, a € R, alors

Lp{f}

/ e Pttt (3.3)
0

= /OO e~ (P10t gy
0

1 [ (o))

p—ia 0
1
p—1ia
+1a
= %, avec Re(p) > 0.
P +a

Partant du fait que
e" = cosat + isin at,

nous pouvons tirer directement £,{cosat} et L, {sinat} car
L e} = / e Plelt dt (3.4)
0
= / e P (cosat + isinat)dt
0
= / e P cosatdt + i / e Pt sin atdt
0 0
= L,{cosat}\+iLl,{sinat}.
Ainsi,
p+ia P a

L t} +iLl,{sinat} = = ) :
p{cosat} +il,{sinat} e p2+a2+2p2+a2

Par conséquent, on trouve par identification que

p
£p{COS at} = m
et
. a
Ep{sm Clt} = m

5. Si f(t) = t"e™, alors, d’apreés la propriété 2, on obtient

atyn TL'
Lpfe™t"} = Byt
Par exemple,
3! 6
E €2tt3 — —
A =1 = gy
et 5 5
£p{€2t sin 3t} = m comme ,Cp{sin St} = p2 T 9
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3.5 Transformée de Laplace inverse

Proposition 3.1 Soit v un nombre réel choisi arbitrairement de telle sorte que l’intégrale
sutvante converge et que ce nombre soit supérieure a la partie réelle de toutes les singula-
rités de F(p). Si f posséde une transformée de Laplace F' = L{f}, alors la transformée
de Laplace inverse définie par f = L™Y{F} est donnée par

= ! " ptF d 0 3.5
f(t) = — t )
et 7(t)—0p0u7’t<0

Pour rappel, si F(p) = (qu_(—];%n» ¢(a) # 0 et si n est un entier positif, alors F(p)
présente une singularité en p = a que 'on appelle péle d’ordre n.
Par exemple, F(p) = a deux singularités, un pole d’odre 2 en p = 3 et un pole

D
(p—3)2(p+1)
d’ordre 1 en p = —1.

En vue d’évaluer l'intégrale (1.5), on considére 'intégrale

1
Py f e F(p)dp
C

271

ol (' est le contour répresenté dans la Figure 3.1 On note

NSy T

c i

FIGURE 3.1 —

1 . 1 y+iT .
— P F(p)dp = — PYE(p)dp.
omi . (p)dp = 5 o (p)dp
Ce que 'on désigne parfois par la formule intégrale de Bromwich. L’intégrale (1.5) est
égale a la limite de I'intégrale ci-dessus en T' — 00, c’est-a-dire
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Comme l'opérateur de la transformée de Laplace est linéaire, il en est de méme pour
la transformée de Laplace inverse. Ainsi, si ¢; et ¢y sont des constantes quelconques et
F(p) et G(p) les transformées de Laplace de f et g respectivement, alors

L e F(p) + caG(p} = 1 f(t) + cag(2).
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Méthodes de recherche de transformées de Laplace inverse.

On peut utiliser plusieurs méthodes pour trouver les transformées inverses de Laplace.
Voici trois méthodes parmi les méthodes possibles.

1. Méthodes des fractions rationnelles.

Toute fraction rationnelle %, ou P(p) et Q(p) sont des polyomes, le degré de

P(p) étant inférieur a celui de Q(p), peut s’écrire comme la somme de fractions

rationnelles de la forme (apib)"’ (apf f;ﬁc)n ou n € N. Il est donc possible de trou-

ver L7 {g} (t) en calculant la transformée de Laplace de chacune des fractions

rationnelles d’une de ces deux formes.

Les constantes réelles A et B,... sont déterminées par la réduction des fractions et en
égalisant les termes de méme degré en p dans les deux membres ou en utilisant des
méthodes particuliéres (par exemple en utilisant la formule dite de développement
de Heaviside (cfr 3™ méthode ci-dessous)).

2. Méthodes par des séries.
Si F(p) posséde un développement en série des puissances inverses de p donnée par

Qo ay as as
Fp)=—+5+—=+—5+-,
p p p
nous pouvons calculer la transformée de Laplace inverse terme a terme pour obtenir
N G2t2 Clgtg
f(t) —a0+a1t+7+7—|—...
3. Formule de développement de Heaviside.

Soit P(p) et Q(p) deux polynomes tels que le degé de P(p) est inférieur au degré de
Q(p). En supposant que @(p) posséde n racines distinctes pg, k = 1,2,...,n, alors

ce que 'on désigne souvent sous le nom de formule de développement de Heaviside.

En effet, comme Q(p) est un polynéme a n racines distinctes py, ps, ..., pn, par la
méthode des fractions rationnelles, nous pouvons écrire

P A A A A,
) _ A A A

) 3.6
Qlp) p—p1 p—Dpo P — Dk P—Dn (3:6)

En multipliant les 2 membres par (p — py), et en calculant la limite pour p — py, la
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régle de I’'Hospital implique

o P
Ay = pl_wk Q) (p — pr)

- i P { T

— lim P(p) lim {p_p’“}

PPk PPk

_ 1
- P o

P<pk>
Q' (px) '

Ainsi, (1.6) peut s’écrire comme suit

Plp)  Plp) 1 N P(pr) 1 P(p,) 1

Qlp) QM)p—m - Q' (pe) P — Pk e Q' (Pn) P — D

La transformée de Laplace inverse terme & terme donne alors

—1 5 _ P(p1) oPit P(pr) Pkt P(pn) Pt
. {@} W= G TG T Q)
_ - P(pr) oPrt
B ; Q' (pr)< )

3.6 Application de la transformée de Laplace aux équa-
tions différentielles ordinaires

Comme nous avons déja donné la formule de la transformée de Laplace des dérivées,
nous sommes maintenant capable d’utiliser les méthodes de la transformée de Laplace
pour résoudre les équations différentielles ordinaires a coefficients constants. Considérons
par exemple I'équation différentielle du second degré linéaire a coeflicients constants. Sa
forme générale, pour des réels a, b, c avec a # 0, est

aj(t) +by(t) + cy(t) = f(t), (£=0) (3.7)

avec les conditions initiales y(0) = yo et y(0) = 1 ou un point désigne la dérivée par
rapport au temps ¢.

En appliquant la transformée de Laplace terme & terme & (1.7), nous avons

al{ij}(p) + 0Ly} (p) + cL{y}(p) = L{f} (D).

En utilisant la formule de transformée des dérivées, nous obtenons (avec Y = L{y} et

F=L{})

a[p®Y (p) — py(0) — 5(0)] + blpY (p) — y(0)] + Y (p) = F(p)

Analyse III page 48 Dr Janvier Pesser



(ap® +bp + )Y (p) — (ap + b)yo — avo = F(p)
(ap® +bp + )Y (p) = F(p) + (ap + b)yo + avy
F(p)+ (ap + b)yo + av,
Y(p) _ ( ) (2 ) 0 0'
ap? + bp + ¢
Par conséquent, on trouve I'expression de y(t) en appliquant la transformée de Laplace
inverse sur 'expression Y (\) trouvée ci-dessus.

Etant donné qu'un systéme différentiel est la donnée de plusieurs équations différen-
tielles faisant intervenir plusieurs fonctions inconnues, on procéede comme pour la résolu-
tion d’une équation différentielle sauf que I'on considére simmultanément la transformée
de Laplace de plusieurs fonctions.

Exemple 1. Considérons I’équation différentielle ordinaire suivante :
§(t) — 2y(t) + 2y(t) = cost, avec y(0) =0, y(0)=1. (3.8)

En appliquant la transformée de Laplace terme a terme, nous obtenons :

p’Y (p) — py(0) — §(0) — 2pY (p) + 2y(0) + 2Y (p) =

pP+1

Avec les valeurs initiales spécifiées, cela nous donne :

2_9p 4 2)Y(p) = -
(p” —2p+2)Y(p) |

+p_27

et
p+p*+1) —2(p° +1)
(»* H1)(p* —2p +2)
p3—2p% 4+ 2p—2
P>+ 1)(p* —2p+2)
Cette derniére expression peut s’écrire comme suit :
P’ —2p°+2p—-2  Ap+B Cp+ D

_|_
P+ —2p+2) p+1  pPP—2p+2

Y(p)

et il s’ensuit que
(Ap+ B)(p* —2p+2) + (Cp+ D)(p* + 1) = p* — 2p” + 2p — 2,
(A+C)p* 4+ (—2A+B+D)p* +(2A—=2B+C)p+ 2B+ D) =p* — 20> +2p — 2

Par identification des termes en p?, en p?, en p et des termes idépendants, on se raméne
a la résolution d’un systéme de 4 équations a 4 inconnues pour trouver les constantes A,
B, C et D. Par conséquent, on trouve A = %, B = %2, C= % et D= %6. D’ou

1y 2 4,_ 6
Y(p) = 5P 5 5P~ 5

pPP+1  p?P—2p+2

1 2 4 6
_ s» 5 5P 5

pPP+1 p’4+1 p>—2p+2 p>—2p+2
1 2 1,4 p-1 P 1
©5p2+1 5p2+1 5(p—12+1 5(p—1)2+1
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Par la transformée de Laplace inverse, on trouve alors la solution au probléme de
valeur initiale (1.8) :

el V20 L VA f pm L 20 1
y(t)_5£ {p2+1} 5£ {p2—|—1}+5£ (p—1)2+1 5£ (p—12+1/J"

0 — Loost— 2 st teost - otains
= — COSl7 — — SIn —€ COST — —e s1nt.
4 5 5 5 5

Ezxemple 2. Considérons 'équation différentielle ordinaire & coefficients constants
suivante :

gt) —y(t) — 2y(t) = 0, avec §(0) =0, y(0)=1. (3.9)
En appliquant la transformée de Laplace a chaque terme de cette équation, obtient

P*Y (p) — py(0) — y'(0) — pY'(p) +y(0) — 2Y (p) = 0.
Ceci donne, avec les conditions initiales,
P =p=2Y(p)—p+1=0
p—1
Yp)=5——

Cpr-p—2
Par la méthode des fractions rationnelles, cette derniére expression peut s’écrire

p—1 p—l Ay Ay

= +
pPP-p—-2 (@P-2)p+1) p—-2 p+1

En appliquant la formule de développement de Heaviside,

. p—1
A = lim——(p—2
1 pggPQ_p_Q(p )
T T
= 1.}}_):(1; 51 par Hospital
B 1
3
et
Ao = im0 )
B p+1
a p1—1>r£11(p 1)p1—1>m1 p2—p—2

1
= —2. lim 5y 17 PAT Hospital
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D'ou 11 2 1
Y(p) =3 +3
3p—2 3p+1

et la transformée de Laplace inverse terme a terme donne

1 2
y(t) = 56% + ge_t

3.7 Travaux dirigés

Exercice 1. Calculer la transformée de Laplace pour les fonctions suivantes :
1. f( ) = 4e5t + 613 — 3sin 4t + 2 cos 2t.

ft) =
3. f(t) 3 cos 6t — 5sin 6t.
cos(t — &) sit > 28
4 f(®) { 0sit <=
Exercice 2. Calculer la transformée de Laplace de :

L. f(:p)zzﬁsinax
) =e Tsinx

2. fx
3. f(t) = fou —u+e“)d
4. f(z) =

Exercice 3. En utilisant la transformée de Laplace, résoudre les équations différentielles
aux conditions initiales :

1. ¢ (z) = y(x) + ze®, y(0) = —1.
y"(x) +4y(x) =sin2z, y(0) =0, y'(0)=0.

y'(x) = 5y (x) + 4y(z) =0, y(0) =5, y'(0)=8.
”(96) +3y'(z) +2y(x) =0, y(0)=1, y(0)=—1.
y'(x) + 2y (z) +y(z) =2 +3, y(0)=0, y'(0)=3.

7

9’1?’;9"!\3

Exercice 4. On considére le systéme différentiel, avec conditions initiales, suivant :
'(t) = (t) — 2y(t)
avec x(0) =1 et y(0) =0.
Rt )=ty

Résoudre le systéme en utilisant la transformée de Laplace.

Exercice 5. Résoudre le systéme différentiel suivant en utilsant la tranformée de La-
place :

t) —y(t) = 2 + 3e*

(
2'(t) + 2/ (1) — 3(t) = —3 + 92t avec x(0) =4 et y(0) = 1.
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Chapitre 4

Séries de Fourier et Transtformée de
Fourier

4.1 Introduction

Les séries de Fourier constituent un outil fondamental dans I’étude des fonctions pé-
riodiques. C’est a partir de ce concept que s’est développée la branche des mathématiques
connue sous le nom d’analyse harmonique.

Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier en 1822, mais il fallut
un siécle pour que les analystes dégagent des) outils d’étude adaptés : une théorie de
I'intégrale pleinement satisfaisante et les premiers concepts de ’analyse fonctionnelle.
Elles font encore actuellement I'objet de recherches actives pour elles-mémes, et ont suscité
plusieurs branches nouvelles : analyse harmonique, théorie du signal, ondelettes, etc.

Les séries de Fourier se rencontrent dans la décomposition de signaux périodiques,
dans l’étude des courants électriques, des ondes cérébrales, dans la synthése sonore, le
traitement d’images, etc.

Un signal périodique de fréquence f et de forme quelconque peut étre obtenu en
ajoutant & une sinusoide de fréquence f (fondamentale), des sinusoides dont les fréquences
sont des multiples entiers de f. Ces signaux ont des amplitudes et des positions de phase
appropriées. De méme, on peut décomposer toute onde récurrente en une somme de
sinusoides (fondamentale et harmoniques).

L’étude d’une fonction périodique par les séries de Fourier comprend deux volets :
¢ L’analyse, qui consiste en la détermination de la suite de ses coefficients de Fourier
(souvent représentés dans un diagramme spectral ou spectre) ;

¢ La synthése, qui permet de retrouver, en un certain sens, la fonction a l'aide de la

suite de ses coeflicients.

Deux questions se posent alors : premiérement, est-il possible de représenter une fonc-
tion non périodique par quelque chose d’analogue a une série de Fourier ? Ensuite, peut-on
étendre ou modifier le concept de série de Fourier de maniére & inclure le cas d’un spectre
continu? De méme qu’a la limite continue, une somme est remplacée par une intégrale,
la série de Fourier sera remplacée par une intégrale de Fourier. Celle-ci peut étre utilisée
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pour représenter des fonctions non périodiques, par exemple un son qui n’est pas répété,
une impulsion unique de tension, ou un flash de lumiére.

Le théoréme intégral de Fourier fait intervenir un spectre continu de fréquences, par
exemple un ensemble de sons musicaux simples ou de couleurs de lumiéres simples. La
transformation de Fourier est donc une extension, pour les fonctions non périodiques,
du développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformation de
Fourier associe a une fonction intégrable, définie sur ’ensemble des nombres réels ou
celui des nombres complexes, une fonction appelée transformée de Fourier dont la variable
indépendante peut s’interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation.

La transformée de Fourier s’exprime comme " somme infinie" des fonctions trigono-

métriques de toutes fréquences. Une telle sommation se présente sous forme d’intégrale.
Séries et transformation de Fourier constituent les deux outils de base de I’analyse har-
monique.

Lorsqu’une fonction représente un phénoméne physique, comme I’état du champ élec-
tromagnétique ou du champ acoustique en un point, on ’appelle signal et sa transformée
de Fourier s’appelle son spectre.

4.2 Quelques rappels

4.2.1 Les séries classiques

Définition 4.1 . Soit (u,) une suite numérique et (s,) la suite des sommes partielles :
n

Sp = »_ u;. On appelle série de terme général (uy,) que l'on note : u, la limite (si elle
=0 n=0

existe) de la suite (s,).
2 tn = lim 3 ui

Les un sont les termes de la série, la limite (si elle existe) est la somme de la série.

Remarque :
— Si la suite (s,) converge vers S alors : Y u, = S.
n=0

— Si la suite (s,) diverge vers 400 ou —oo alors la série est divergente vers +oo ou
—00.
— Si la suite (s,) n'a pas de limite alors la série est aussi divergente

4.2.2 Propriétés

o
1. Si )" u, est convergente alors lim u, = 0(condition nécessaire mais pas suffisante).
n=0 n—oo

o
2. Si lim w, # 0, alors la série > u, est divergente.

n—oQ n=0
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[&.°]

3. Si > u, et > v, sont convergentes alors : Y (u, + v,) et > Au, (A € R) sont

n=0 n=0 n=0 n=0
o oo oo o0 (0.9}

convergentes et Y (Up + vp) = Y Uy + Y. €t D AUy = A D Up.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

[oe) o
4. Si 0 < u, < v, apartir d'une certaine valeur de n et si ) v, converge alors > u,

oo o
converge. De plus, si pour toutes valeurs de n : 0 < u,, <wv, alors > u, < > v,.
n=0 n=0

[o.¢] o
5. Si u, < v, <w, a partir d'une certaine valeur de n et si > u, et > w, converge
n=0 n=0

oo
vers le méme limite alors Y est convergente. De plus, si u,, < v, < w, pour toutes

n=0
(o] o o
valeurs de n, alors > u, = > = > w,.
n=0 n=0 n=0

o oo

6. Une série ) wu, est absolument convergente si »_ |u,| est une série convergente.
n=0 n=0
Une série absolument convergente est convergente.

4.2.3 Les séries de fonctions

La terme général d’une série peut dépendre d’une variable réelle . On a alors une
o0
série de fonctions Y wu,(z). Pour chaque valeur de x, on se ramene & une série numeérique

n=0
ordinaire.

(e.0)
Si, pour chaque x appartenant & un ensemble D, > u,(x) est convergente alors la

n=0
série définit une fonction
f:D — R
S .
z — flz) =2 un(z)
n=0
oo
Définition 4.2 . On dit qu’une série de fonctions > u,(x) est majorable sur un do-
n=0
o
maine D si et seulement si il existe une série numérique Y «, convergente telle que :
n=0

Vn € N,V € D, |u,(z)] < an,. Autrement dit, chaque fonction u,(x) est majorée par le
terme constant d’une série numérique convergente.

4.2.4 Fonctions périodioques

Une fonction f est dite périodique de période T si :
Ve, flz+T) = f(z).

(out T' est une constante réelle positive). La plus petite des valeurs de T > 0 est appelée
"mowndre période" ou "période" de f. On dit encore que la fonction f est T-périodique.
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Exemples :
— sinx a pour période 27;47; 67; ... et pour moindre période 2;
— sinnz a pour moindre période 27”;
— tanz a pour moindre période 7.

Remarque : si f est une fonction 2r-périodique sur R, alors la fonction g définie par :

g(x) = f (Q%x>

est T-périodique. On peut par cette remarque ramener I’étude des fonctions T-périodiques
a celles des fonctions 2m-périodiques.

4.2.5 Calcul de quelques intégrales utiles

1. faa+27r cos px cos qrdz (p et g étant des entiers) On a

a+2m 0 si p#q
/ cosprcosqrdr =< m si p=q#0
a 2r si p=q=0.

2. faa+27r sin pz sin grdz (p et q étant des entiers) On a

a+2m 0 si p#£gq
/ sinprsingrdr=< m si p=q#0
a 0 si p=gqg=0.

3. faﬁ% sin pz cos qzdzr (p et ¢ étant des entiers) On a

a+2m 0 si p#q
/ sinprcosqrdr =< 0 si p=qg=#0
a 0 si p=g=0.

4.3 Séries de Fourier

4.3.1 Introduction

On s’attache ici & I’étude du probléme suivant :
Une fonction périodique F' de période T peut-elle s’exprimer comme somme d’une
série trigonométrique :

. 2m
Z(an cos nwzx + by, sin nwzx) avec w = ??

Etudié par Fourier au début du dix-neuviéme siécle dans sa recherche de solutions de
I’équation de la chaleur (équation de diffusion), ce probléme conduit & une branche des
mathématiques toujours vivantes.
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4.3.2 Définition de la série de Fourier

Soit f une fonction définie sur un intervalle | — [,[[ et déterminée a lextérieur de
I'intervalle par f(x + 2l) = f(x), c’est-a-dire supposons f de période T' = 2I.

Définition 4.3 (Série de Fourier) : La série de Fourier correspondant a f(z) est

définie par :
nm
—|— < ncos + b,, sin — )
E a L in e

ot les coefficients a,, et b, VYn € N sont appelés coefficients de Fourier et valent :

!
a, = %/ f(x)cosnTﬂxd:p (4.1)
-1

1 7
b, = 7/ f(x)sin?a:dm. (4.2)
-l

Nous remarquons que les fonctions tngonometnques cos 2 i BLx et sin 2 i Iz sont de période
c’est-a-dire de frequences egales a g, ¢’est-a-dire des multiples entiers fois la fréquence
de la fonction f qui vaut o

1 [
—a/_lf(x)dx

Dans la suite, nous utiliserons surtout des‘fonctions de la variable x de période 21.

l

Notons que :

est la moyenne de f sur une période.

Remarques : Dans les applications en théorie du signal, on utilise la variable temporelle
t, on note T la période (au lieu de 2[) et on introduit son inverse f = % qui est appelée
la fréquence fondamentale du signal, la quantité “7* devient alors % = 2mnft, ce
qui peut s interpréter comme un multiple entier n de fois la fréquence fondamentale du
signal f = = multlphee par 2m.

O Dans ce contexte, le coefficient % est la valeur moyenne du signal f puisque :

Ce terme est appelé la composante continue ou encore valeur DC du signal.
(] Le terme a; cos Q%t + by sin Q%t est appelé la fondamentale du signal ou encore
la premiére harmonique du signal.

(] Le terme a,, cos 2”—”25 + b, sin 2"”25 est appelé la niéme harmonique du signal.
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pour tout a € R.

1 nm

a+21
a, = —/ f(ZB)COSTZBdZL‘

l

1 nmw

a+21
b, = 7/ f(a:‘)sinde:U

Théoréme 4.1 (Translation de l'intervalle d’intégration) : Comme f a une période
de 21, les coefficients de Fourier peuvent aussi étre déterminés par les formules :

(4.3)

(4.4)

Preuve :

glx +20) = f(x +21) cosnT7r

Tout d’abord g(x) = f(z) cos " est 2l-périodique car :

(x4 2l) = f(x)cos <n—7rx + 2n7r> = f(x) cos nTﬂa: =g

l

Ensuite, si g(z) est 2l-périodique, on a :

En effet, Vo, 3 € R :

/jg(@dm =

B+21
/ g(y — 2l)dy oal’on a posé : x =y — 2l
a+2l

B2l
/ g(y)dy comme ¢(y) est 2] — périodique.
a+21

En particulier, si « = —l et § =a, on a

Par conséquent,

- /a_lg(x)dx+/lg(x)dﬂf+/la+2lg<x>d“’

a

= —/ag(:c)d:c—l— lg(a:)da:+/_

-l -l

l g(x)dx

().

Analyse 111

page 57

Dr Janvier Pesser




Théoréme 4.2 (Cas particulier) :
Sil =m, la série devent :

Qo
2

hE

+ (a,, cosnz + b, sin nx)

n=1

et les coefficients de Fourier a, et b,, n € N, deviennent :
1 ™
a, = — f(z) cosnxdx (4.5)
™ —T

b, = %/_: f(z) sinnxdx (4.6)

Jusqu’a maintenant, on ne sait pas si la série converge, et méme si elle converge, si
elle converge vers f(x).

Plus précisément, en définissant la somme partielle d’indice N de la série :

nmwx

N
St (x) = % + Z (an cos(nlﬂ) + b, sin(T)> :
n=1

le probléme de la convergence peut donc s’énoncer comme suit : Sous quelles conditions
la série Nlim ST.(x) converge-t-elle vers f(z) 7
—00

Pour rappel :

Définition 4.4 (Convergence ponctuelle ou simple) Une série Y fn(x) converge ponc-
n=0
tuellement sur un ensemble S si et seulement si :

Ve e S ona J&l_r)noo (f(a:) —an(x)> =

4.3.3 Conditions de Dirichlet pour la convergence ponctuelle de
la série de Fourier

Théoréme 4.3 (Conditions suffisantes de Dirichlet pour la convergence ponctuelle de la
série) Supposons que :

1. f(x) est définie sur [—1,1] sauf peut-étre en un nombre fini de points ;

2. f(x) est périodique de période 2l ;

3. f(z) et f'(x) sont continues par morceauz dans [—1,1] ;

alors la série de Fourier converge vers :

. f(x) six est un point de continuité de f ;

. w st x est un point de discontinuité de f.
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On peut alors écrire :

oo

+ Z (an cos + b,, sin #)

en tout point de continuité.

Si x est un point de discontinuité, le membre de gauche de I’équation précédente doit
étre remplacé par la valeur moyenne de f au point de discontinuité, c’est-a-dire :

fz+0) —;—f(yc - -I—Z (an cos +b sin ?)

Remarques
¢ Rappelons qu'une fonction f : [a,b] — C est dite continue par morceauz sur [a,b]
si:
1. f est continue sur [a,b] sauf en un nombre fini de points x1, zs, ..., Ty ;

2. en chacun des points x1, xs, ..., ), les limites & gauche et & droite de f existent,
c’est-a-dire :

Vi=1,.,k, f(z;—)= lim f(x;—h)et f(z;4)= lim f(x; +h).

h—0, h>0 h—0, h>0

En particulier, f(a™) et f(b™) existent.

¢ On dit qu’une fonction f est lisse par morceaux sur [a,b] si f(.) et f'(.) sont
continues par morceau sur [a, b]. En particulier f/'(a™) et f/(b™) existent.

¢ On dit que f: R — C est continue (resp. lisse) par morceaux sur R si elle est
continue (resp. lisse) par morceaux sur tout intervalle borné [a,b] C R. Ci-dessous
un exemple et un contre-exemple de fonction lisse par morceaux.

tf(z)

FIGURE 4.1 — Fonction lisse par morceaux

Analyse III page 59 Dr Janvier Pesser



Y (x)

\/E \ T

7 A

£
-
TV

\

FIGURE 4.2 — Fonction non lisse par morceaux

¢ Les conditions 1 et 3 de Dirichlet peuvent alors étre remplacées par la formule : "Si

f est lisse par morceaux sur R".

¢ 1l existe une version un peu plus forte du théoréme de Dirichlet, qui s’énonce comme
suit :
Théoréme 4.4 (Autres conditions suffisantes de Dirichlet pour la convergence de
la série) Supposons que :

1. f est périodique de période 21 ;
2. f est bornée;

3. f posséde sur chaque intervale d’une période un nombre fini de discontinuités
et d’extrema locauzx,

alors la série de Fourier converge vers :

— f(x) stz est un point de continuité de f ;

- w st x est un point de discontinuité de f.
La preuve du théoréme 4.3 découle des lemmes suivants :

Lemme 4.1 Montrons que :

1 sin(p + 1)z
— 4+ cosx + cos2x + ... + cospr = @—12)

2 2sin 3

1 17, 1 ) 1
cosnrsin—r=—|sin|{n+=-)rz—sin|({n—=|z
2 2 2 2

puisqu’en développant le membre de droite en utilisant les formules d’addition, on a :

(4.7)

En effet, on a

1/. 1 ! ) 1 1 1
3 SIN Nx COS — + COS Nx sin 51’ — SIN N CoS §x + cosnx sin 51’ = COS . SIn §x
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Sommons den=1ap:

1 1 1
sin —x (cosx + cos 2x + ... + cospr) = 5{sinéx—sin§x+sin§x—sin§x+...—|—

: n 1 , 1

sin | p 5 r—sin|(p 5 x
1/ —I—l o1
= 3 sin | p 5 T 51112:17 .
1sin(p+%)x—sin%m

COST + cos 2z + ... + cospr = — =
2 sin 5

Donc,

et

. 1 1 1
lsm(p + 3)x —sin 5o + sin 5

— +cosx +cos2x + ... +cospr =

2 2 sin %x
~ 1sin(p+ Dz
2 sin %w

ce qui prouve le lemme.

Remarque : on appelle le n-ieme noyau de Dirichlet "nommé ainsi en ’honneur du
mathématicien allemand Johann Dirichlet."le polynéme trigonométrique défini par :

n

Dy(z)= Y €* =1+2) cos(kx). (4.8)

k=—n

C’est donc une fonction 2m-périodique de classe C*°. De plus,
in 1
4 si 2 n'est pas un multiple entier de 27, alors D, (z) = M;

Sin §$

¢ si x est un multiple entier de 27, alors D, (z) = 2n + 1.
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10

sin((1+1/2)x)
sin(z/2)
sin((2+1/2)x)
sinflr/2)
sin((3+1/2)x)
sin(r/2)
sin((4 +1/2)x)
sin(r/2)

FIGURE 4.3 — Tracé des premiers noyaux de Dirichlet

Le n-iéme terme de la série de Fourier d’'une fonction 27-périodique et intégrable f
e
s’écrit :

Su(f 27r/ FO) Dol — t)dt = WDn(t)f(m—t)dtz(Dn*f)(:c)

o

L’identité précédente est un produit de convolution, ou l’application d’un opérateur a
noyau.

Lemme 4.2 Montrons que :

sin(n + %) noo
1. 2 — ezkw
sin lx kzz_n
7Tsmn+ 0 sin(n + 1)z
2. [ 2) ———2 doe =7, de méme f(,—lz)dx—ﬂ
o sin a: e singm
En effet,
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Donc,

sin(n + 1)z

|
S1n 2[12'

1—2"

1—=z

sin(n + )z

sin

5T

_ inx _ ,—i(n+1)x
wl—e 1 — i)

I
w
@
-+
I
w

_ ieik’x_{_ie—ikx’ k= k+ 17
k=0

k'=1

n —n
s 1./ s 1.7
— § ezkz + § ezk x’ k= k/,
k=1 k'=0

n

0
21/ - 1.7
— § ezk T 4 E elk‘ a:7
k'=1 k'=—n

n

0
— E ezkx + E ezkx;
k=—n

k=1

n
— § eikx.
k=—n
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T sin(n + 1)z L
/ —( 2) dr = Z e*r dy;
0

S0 L
sing o =

n T
= E / e*r dx;
0

k=—n

-1 i T n T
= Z/ eikxdx%—/ eioxdx%—Z/ e““”dx;
0 0 e Jo

k=—n

-1 T n T
= 7+ Z / e““‘da:%—Z/ ek d;
0 — Jo

k=—n

= 7r+2/ eik’wderZ/ erdr; k= —k
0 i1 0

k'=1

= 7+ Z /7r e Ry + Z /7r e dx;
k=170 k=10
= 7+ Z/ (e“” + eiikw) dx;
k=170
= 7r+22/ cos kxdz;
k=120

T

_ 7T+2i [sinkkx} ;
k=1

0

= .

Lemme 4.3 Montrons que :

lim f(z)sinnzdr = lim f(z)cosnzxdxr =0

n—oo [ n—oo [

s s

si f(z) est continue par morceau.

Pour prouver ce lemme, on a besoin de I'inégalité de Bessel :

Théoréme 4.5 (Inégalité de Bessel) On a :

2 oo

Q : 2
e GRSy NI (1.9

-l

ou a, etb, sont les coefficients de Fourier de f, supposée continue par morceaux.

Prouvons 'inégalité de Bessel : En effet, posons

N
Sy(z) = % + Z (an cos ?m + bnsinnlx> . (4.10)
n=1

l
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C’est la suite des sommes partielles de la série de Fourier correspondant a f(x).

On a: z
/ (f(x) = Sn(x))*dz >0

-1
comme l'intégrand est positif. En développant I'intégrand, on obtient

l l l
/ (f(2))? > 2 / (@)Sla)d - / (Sw(x))dz (4.11)

-1 —l

Multiplions les deux membres de (4.10) par 2f(z) et intégrons :

2 / H@)Sw(n)ds = 2 [% / ll f(x)dngl <an / ll (&) cos " 11, / ll (@) sinnTﬂxda:)]

-1
N

a—%+2(a2+b2)
2 n n

n=1

= 2l

Elevons (4.10) au carré et intégrons :

/_ll (Sy(x))?dz =1 (“

ou on a utilisé le résultat :

! mm nmw L oomm | onw 0sim#n
coS —x cos —xdr = sin —x sin —xdx = .
4 l l _ l [ [ sim=mn

NI
+
[]=
—
S
SN
+
S
ST
N—
N—

et

! mrT . T
cos Tx sin dex =0
-1

qui s’obtiennent directement & 1’aide des formules

1

cosacosb = 5 (cos(a — b) + cos(a + b))
1

sinasinb = 3 (cos(a — b) — cos(a + b))
1

sinacosb = 3 (sin(a — b) + sin(a + b))

En remplagant dans (4.11) et en divisant par [, on a :

l

T () < i [ ek

En prenant la limite pour N — oo, on obtient I'inégalité de Bessel.
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Prouvons maintenant le lemme 4.3.
La série :

_0

o2 N
(a; +b2

est convergente (puisque majorée par une mtégrale finie, si f est continue par morceaux,

donc lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—oo

Lemme 4.4 Montrons que :

lim /_7r f(z)sin (N + %) xdr =0 (4.12)

N—oo

si f(z) est continue par morceau.

On a :

T 1 T 1 T 1
/ f(z)sin(N + §)xdx = / f(z)sin 5 cos Nxdx + / f(z)cos 3% sin Nxdzx.

En appliquant le lemme 4.3 avec f(z) remplacée par f(z)sin %x ou f(x)cos %x (qui sont
bien continues par morceaux), on a le résultat requis.

Remarquons que ce résultat peut aussi étre prouvé si les limites d’intégration sont a
et b plutot que —n et .
Revenons au théoréme proprement dit.

Lemme 4.5 Supposons | =, c’est-a-dire que la série de Fourier correspondant a f(x)
a une période 21 = 2w et montrons que :

N
(t + x)sin(N +
Sn(z) = + Z (@, cosnx + by, sinnx) I (1 )t dt. (4.13)
— 2sin 5t
On a, en utilisant les formules des coefficients de Fourier lorsque | = 7 :
, 1 [7 I : :
apcosnr + b, sinnr = — f(u) cos nu cos nxdu —I— — f(u) sin nu sin nzdu

= / f(u) (cos nu cosnx + sinnusinnx) du

= / f(u) cosn(u — z)du

_ iﬁ /_1 F(u)du

et aussi :
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Donc :

N
Sn(z) = % + Z(an cos nx + by, sin nx)
= f Ydu + — Z )cosn(u — x)du

= %/ﬂf( <1+Zcosn u—x)) du

_ / fu smN—l— )(u—x)du

2sin £ (u — )

ol on a utilisé le lemme 4.1 en y remplacant ¢ par u—x. Passons a la variable d’intégration
t=u—x,0na:

f(t+x) dt.

1
T ) s 2sin 5t

1 /”"” sin(V + %)t

Comme l'intégrand a une période 27, on peut remplacer 'intervalle de —m —x a7 —
par tout intervalle de longueur 27, en particulier [—7, 7]. On a donc :

sin(N + 3)t

— dt
2 sin §t

1 ™
Swe) =~ [ 1t +)
ce qui est le résultat attendu.

Lemme 4.6 Montrons que :

flx+0)+ f(x—0) O ft+x)— f(z —0)
2 QSlnlt
Tft+zx)— f(z+0)
2sin 4 5t

Sy(z) — sin(N + 2)zfdt (4.14)

1
Sin(N + §)tdt.

On a par le lemme 4.4 :

1 [™ f(t+2z)sin(N + 1)t
Sy(z) = = >sin I 2 dt (4.15)
B / flt+x) smN+ )dt+1/”f(t+x)sin(N+%)t
N 0 QSin%t

dt.

2sin 1 t s

Multiplions les intégrales du lemme 4.2 2) par f(z — 0) et f(x + 0) respectivement et
sommons :

f(x+0)+ f(x —0) /fx— smN+ dt /fx+0 SmN—i—)
2 23111115 281n1t

d#.16)

En soustrayant (4.16) de (4.16), on a le résultat attendu.
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Lemme 4.7 Si f(z) et f'(x) sont continues par morceauz, montrons que :

lim Sy(x) = LEF O /(@ =0) (4.17)

N—oo 2

La fonction
ft+z)— fz+0)

2 sin %t

est continue par morceaux sur 0 <t < 7 car f(x) 'est aussi. Donc :

ft+z)— f(z+0) flx+t)— flz+0) 3t

lim —3 = lim =
t—0+ 2 sin 51% t—0+ t sin 515
t _
o fa) = fat0)
t—0t t

existe puisque par hypothése f(x) est continue par morceaux, de telle sorte que la dérivée
a droite de f(z) en chaque x existe.

Alors,
ft+z)— f(x+0)

2 sin %t

est continue par morceaux sur 0 <t < 7.
De la méme maniére, la fonction :

ft+x)y—\flz—0)

2 sin %t

est continue par morceaux sur —m < t < 0.

Par les lemmes 4.4 et 4.6, on a :

hm{&Wﬂ— -

N—o0

fle+0)+ f(z—0)

S

ou encore :

flz+0)+ f(z—-0)
2

ce qui acheve de prouver le théoréme et établit les conditions de Dirichlet.

Jim, (o) =

Exemple 1. Soit la fonction définie par f(z) = x sur [—m, 7] et périodique de période
2.
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Cette fonction vérifie les conditions de Dirichlet d’existence de la série de Fourier.

Calculons ses ses coefficients de Fourier :

_17rd_1:c27r_17r2 7TQ_
@ = s _W:r:r—ﬂ 2 _F_ﬂ' 2 2 )
1 s
a, = —/ xcosnxdx, ¥Yn # 0

™ —T

Une intégration par parties donne directement :

1 {x sin m:} T 1 [ .

a, = —|—— - — sin nxdx
™

™ n nm

1
- 04+ — i
t o [cosna]”
=0
De la méme fagon, on obtient :
1 s
b, = —/ xsinnxdzx, VYn # 0

En intégrant par parties, on obtient :

11 xcosz]™ 1 ["
b, = —|— + — cos nxdx
™ n l-x nm/)_,
1 1 [sinnz]”
= ——(wcosnm + wcos(—nm)) + —
nmw nm n
—T
= ——cosnm + ——(sinnT + sinnm)
n n2m
2
= ——cosnm
n
—2 5i n est pair
- 2 n, . .
£ 81 n est impair.
n
Nous pouvons donc écrire :
> 2
T = E (=)™ Zsinnx sur [~ 7). (4.18)
n

n=1
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Exemple 2. Trouver les coefficients de Fourier correspondant a

0 si =5<5z<0
f<"3>_{3 si 0<z<5

de période 10, et écrire la série de Fourier correspondante. Comment faudrait-il définir f
en x = —5,0, et 5 pour que la série de Fourier converge sur —5 < x < 5 vers f?

ﬁx}l

—— Period —»

- - - _r- -— -
3

r - | * | 1 I o
=15 =10 -3 5 10 15
Solution :
1 1/° 1, 5 15
1 a-l—?l
@ = 7 / f(x)cos —:Bd:B = / f(x) cos Wc&

1 (0 1
= g/_SOCOS?dijE)/O 3(308?(&7

3 3
mr(Cos nm — cos0) mr[ (=1)"]

Si n est pair, alors b, = 0 et si n est impaire, alors b, =

La série de Fourier correspondant a f(x) est donc

—l—Z(a cos +b sinmm> = 3 0 sinﬂx—l—lsingﬂm%—lsm&m—l—
" l 2 5 3 5 5 5
3 6= 1 . (2n+Drx
- §+%nz2n+1sm 5
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Comme f(x) vérifie les conditions de Dirichlet, la série converge vers f(z),Vx qui cor-
respond & un point de continuité et vers w
r=—5,x =0 et x =05, la série converge vers

fonction :

aux points de discontinuité. En
% = 23 Il faut donc définir comme suit la
siz=-5
si —o<x<0
six=0
si0<x<b
six=>5

fx) =

e Wolw O olw

Exemple 3. Si
ft) =

est continue par morceaux sur [—m, 7| et dérivable & gauche et a droite en tout point,
alors les coefficients (réels) de Fourier sont :

a — %/ﬂ F(t)dt
L0

1 s
- —/ (—1)dt+—/ 1dt
L - T Jo

-1 si —w<t<O
1 s1i 0<t<mm.

1 o 1.
= ]t — [t
S+ 1
1
— _2(0 “(r—0
~O 4+ =~ 0)
=0
1 s
a, = -— f(t) cosntdt
™ —Tr
I I
- = (—1)cosntdt—|—— 1. cos ntdt
T J_x ™ Jo

I . 0 L.
= —— [sinnt]® +— [sinnt
[sinnt]” — [sinnt];

nm

= 0

1 [ .

b, = — f(t) sinntdt

™ —T

1[0 : L
= — [ (=1)sinntdt + — [ 1sinntdt

T J_x ™ Jo

1 0 1 n
= —cosnt]’ — — [cosnt

— [cosnt]” — [cos nt]g

= — [(cos0 — cosnm) — (cosnm — cos0)]

= - (1) - (1)
= [ (-1
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Si n est pair, alors b, = 0 et si n est impair, alors b, = =
nm

La série de Fourier est donc :

flt)y = %Z[l_gl—_lmsinnt

B 4(sint sin3t  sin b5t sin(2p—i—1)t+ )

T 5 7 2p+1

B 281n2n+1
n on + 1

Remarque : Sit = 7, alors
7
y=1
i)
et
sin(2n + 1)%
1 = — sin(2n + 1)
Z 2n+1

L= %;2n+1

Par conséquent,

— (=)™
Z2n+1 T4

n=0

4.3.4 Forme complexe d’une série de Fourier

En utilisant les formules d’Euler :

¢? = cosh+isinb
e = cosf —isind,
on déduit :
¢ 4+ =i
cos = ———
2
9 —i0
. e —e
sinf = y
21
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Remplagons dans la série de Fourier correspondant a f(z) :

f = —1—2 ancos —|—bn innlﬂ)
ao [e.e] 7L7\"L + e_z’nlﬂ ez% . e_l%
) o | —mM8™ by | ——————
Z( ) (=)

jnrT

00 jnTT _;nmz nmx
a0+zane’l + a,e T —ibyet T +ibye

2 2
n=1
oo . .
Qo Z a, — by, i a, + b, _jnm=
= — — e —— | €
2 2 2
n=1
o0 .
Qo Ay — nTrz —n/ + Zb_ T
= S+ ) ST+ E o T i
2
n=1
o) . —1 .
= _0610x+ et 4 Z —”+ Mot
2 2 2
n=1 n=—o0o
—+o00
Z jnre
g Cn€ 1
n=—oo
ol N
fntn  si n >0
Cp = a si n=20

a_n+ib_n

5 si n<0

Les ¢, sont appelés coefficients complexes de Fourier.

De ¢, = “”‘2“’" si n>0etc,= % si n<0&c, = %, on peut avoir
les coefficients réels de Fourier :
a, = C,+c_,
b, = i(c, —c_p)
apg = C(g.
Comme ¢,, = %(an —ib,) et c_, %(an +ib,), on a :
1 1 ! nmwT 1! . nwx
G = - |- f(x) Ccos Tda: —i3 f(z)sin Tda:
-1

nrtxr . . nuT
= f COS——ZSIH— dx

l
_ / @)™ d

Analyse III page 73 Dr Janvier Pesser



et

Cp = ( /f cos—d:v—i—z—/f sm—dx)

= / f(z Cos@—l—zsinT)dx

= ﬂ/_lf(x)e U dx

l

Cn:%ff n7rz

nwTT

fla)= Y e

n=—oo

Donc, pour n quelconque entier relatif,

Remarque : en égalant la série de Fourier a f(z), on a supposé que les conditions de
Dirichlet sont vérifiées et que f(x) est continue en z. Si f(z) est discontinue en z, le
membre de gauche de 1'égalité

+o0

fla)= Y e

n=—oo

doit étre remplacé par w. Notons'que l'inégalité de Bessel devient alors, en

termes des coefficients complexes ¢, :

S el < 2 If )Pda
2l

n=—oo

4.3.5 Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

Rappel : fonctions paires et impaires

4 Une fonction f est paire si et seulement si f(—x) = f(z),Vx € Dom(f). Si une

fonction est paire, alors :
l l
/ f(x)dsz/ f(z)dx
-1 0

car son graphe est symétrique par rapport a ’axe vertical.
¢ Une fonction f est impaire si et seulement si f(—z) = —f(z),Vae € Dom(f). Si
une fonction est impaire, alors :
1
/ f(z)dz =0
—1

car son graphe est symétrique par rapport a l'origine des axes (0, 0).
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Mais une fonction dont la courbe représentative posséde un axe ou un centre de symétrie
n’est pas forcément paire ou impaire : il est nécessaire que le centre soit O ou 'axe soit

(Oy).

w4

h(x)

Par conséquent, si une fonction est paire, la série de Fourier correspondante ne comp-

tera que des termes cosinusoidaux et un terme constant et s’écrira :
Qo > kmrx
f(x) = 5 QM cos —— (4.19)
k=1
En effet,
I k
b = 7/ f(x) sin%dm =0
—1

krx

car f(x)sin “7* est impaire. Les coefficients a; peuvent se calculer comme suit :

9 [l
ag = 7/0f(m)dx

9
ap = —/f(a:)cos—kmvdx
L Jo l

Pour une fonction impaire, la série de Fourier ne comptera que des termes sinusoidaux
et s’écrira donc :

- kmx
flz) =" bysin - (4.20)
k=1

En effet,

1 [l

ag = f/ flz)dz =0

1

e k

ar = —/ f(x)cosﬂdx:O
L) l
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car f(x)cos k% est une fonction impaire. Les coefficients by peuvent se calculer comme
suit : l
2 kra
= 7/ f(x)sin de.
0

Séries de Fourier en sinus ou en cosinus

Une fonction définie sur 'intervalle [0, (] et prolongée sur 'intervalle [—[, 0] pour en
faire une fonction paire (resp. impaire) admet un développement en séries de Fourier en
cosinus (resp. en sinus). On a alors, dans le cas d’une fonction paire :

b,=0¢ta,=- /f cosmd:c

et dans le cas d’une fonction impaire :

. nmx
Gy = / f(x)sin —d:v

Exemple 1 : Développons f(z) = sinz, V0 < x < 7 en série de Fourier de cosinus, on
la prolonge d’abord en une fonction paire pour obtenir des cosinus.

f(z)
-7~ -~ -~
N\ ’ % ’ \ ’ M 7
A N/ \ / 4
v Vr | 1 x
L 0
—2r -7 T 2r
On a
b, =0
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et

2 ! 2 (7
a, = —/ f(z) cos UL / Sin 7 co8 o di

L Jo l T Jo T
2 [T [ . .

= — [ sinzcosnzdr =— [ (sin(l+ n)x+sin(l —n)z)dx
T Jo T Jo

1] cos(n+1 cos(n — 1)z "

o n—l—l n—1 0

1 [l—=cos(n+1)m cos(n—1)m—1

oo n+1 n—1

B 1 1+Cosn7r —cosnm — 1

T n+1 n—1

1 1+cosn7r cosnm + 1

oo n+1 n—1
—21 —21 -1

_ +cosn7r: +(-1) sintl
T 21 T n?-1

Pour n = 1, on obtient :

2 T 2 . 2 T
a; = —/ sin x cos xdx = — [sm ﬂ =0.
T Jo m 2 |,

Finalement, on a :

flx) = %—%;1:2(_11) coSNT
2 4 (cos2x cosdx  cosbx
- E_%(22—1+42—1+62—1+'“)
2 4N cos2nx
R i cwr

1

S
Il

4.3.6 Identité de Parseval

Si ay, et by, sont les coefficients de Fourier de la série correspondant a f(z), si f satisfait
aux conditions de Dirichlet, et si la série de Fourier converge uniformément vers f(x),
alors on a la formule suivante :

Théoréme 4.6 (Identité de Parseval) :

(4.21)

Preuve : Si f satisfait aux conditions de Dirichlet, on a en tout point de continuité :

TL7T$>

+Z<ancos—+b smT
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Cette identité est en fait valable Vx si la série de Fourier converge uniformément, parce
qu’alors f(z) est continue en tout point. Multiplions par f(z) et intégrons terme par terme
entre —[ et [ (ce qui est justifié comme la série converge uniformément). On obtient :

l
2de = )d <n —d b, 'md)
/_l{f(x)} x /f x—l—z a/f cos x + /f sin x
CL
= §°l+l;(ai+bi).

En divisant par [, on obtient 'identité de Parseval.

L’identité de Parseval se réécrit comme suit en termes des coefficients complexes :

+o0

/|f Wdr = Y e (4.22)

n=—oo

Exemple La série de Fourier en cosinus de f(x) = z, Y0 < x < 2 prolongée de fagon
paire est

D=1+ — (-1 = 1)cos "2

n2m?
—1

Ici, [ =2, ag = 2, a, = # ((=1)*=1), Vn # 0, b, = 0. L’identité de Parseval

s’écrit : ,
1 ) < )
s [~ 5 e -
et done :
8_2+64 1+1+1+1+
3 14 34 5T
Finalement, on a :
1+1+1+1+ 7r4
14 3¢ 54 T4 96
On peut en déduire la somme S de la série :
1 1 1
Z +3_4+44+54+
n=1
En effet :
0 1 0 o
S: —_ — _|_
§<2n+1> > oy
— _4 =
n:0(2n+1 2 (
—1+1+1+1+ —I—l 1+1+1+1+1+
14 3 T 16 \ 14 = 24 34 44 5
B 7T4+S
96 16
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Donc

1 d
1— —)9 = —
( 16)5 96
soit A
T
S =—.
90

4.4 Intégrale de Fourier et transformation de Fourier

4.4.1 Introduction

Nous avons considéré jusqu’ici la théorie d’'un développement d’une fonction f de
période 2/ en série de Fourier. Une question naturelle a se poser est : qu’arrive-t-il si
I — oo 7 Dans ce cas, la série de Fourier devient une intégrale de Fourier et le dévélop-
pement en série de Fourier devient une transformation de Fourier. En traitement du
signal, la série de Fourier nous permet d’analyser un signal périodique non sinusoidal en
termes de ses composantes harmoniques. On parle d’analyse du signal dans le sens que
cette décomposition en composantes simples permet de mieux le comprendre, de savoir
comment il est construit : par exemple on pourra différencier le son émis par un instru-
ment ou d’un autre par les harmoniques qu’il contient. La série de Fourier nous permet
aussi de déterminer la réponse d'un systéme linéaire, comme la somme des réponses aux
composantes individuelles.

La transformée de Fourier (T'F') apporte une réponse a la question suivante : Est-il
possible de généraliser la méthode de décomposition introduite par la série de Fourier a
des fonctions non périodiques ?

4.4.2 Définition de la transformée de Fourier d’un signal

On définira la transformée de Fourier (T'F') du signal z(t) comme suit :

[e.e]

X(w) = TF(t)] = / (e dt
—0o0

Remarquons que l'opération que l'on fait pour obtenir la T'F est toujours la méme :
il s’agit de "projeter" la fonction t +— z(t) sur une base de fonctions exponentielles. La
différence, et il faut bien comprendre ce point, est que, ici, il n’y a pas un ensemble discret
de fonctions f,, = e™n? sur lesquelles projeter, mais une infinité de fonctions e™* chacune
associée a la pulsation w € R : On passe donc d’une série de coefficients ¢,, & une fonction
continue X (w) de la pulsation w.

twt

La connaissance de sa transformée X (w) doit nous permettre de retrouver z(t). Il est
possible d’obtenir ce résultat a partir du méme passage a la limite mais contentons nous
de donner le résultat final : on montre que la fonction ¢ — x(t) peut s’écrire en termes
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de sa T'F comme :

x(t) = TF'X(w)] = /00 X(w)ewg—;
= TP = [ Xy

Que signifie tout ¢a? Nous voyons ici que une fonction quelconque (de durée limitée
pour le moment) x peut étre exprimée comme une intégrale de fonctions exponentielles
complexes ¢! (pour tout w € R), chacune multipliée par une amplitude donnée par la
valeur X (w) (calculée donc en w). En d’autres mots, la TF[z(t)] représente le spectre
du signal z(t), et donne, pour chaque pulsation w, 'amplitude X (w) correspondante a la
contribution e,

4.4.3 Intégrale de Fourier

Théoréme 4.7 Supposons que :
— f(x) et f'(x) sont continues par morceauz sur tout intervalle fini;
oo

— [ |f(z)|dx converge, c’est-a-dire f(x) est absolument intégrable sur]— oo, +00],

—0oQ
alors le théoréeme de Fourier intégral affirme que :

) = /O " (A(a) cosaz + B(a) sina) da (4.23)
Ala) = % /_ " () cos amda (4.24)
B(a) = %/_OO f(z) sin axdz (4.25)

Le résultat (4.23) s’applique si x est un point de continuité de f. Si z est un point
de discontinuité, on doit remplacer f(z) par w comme dans le cas des séries
de Fourier. Notons que les conditions ci-dessus sont suffisantes mais non nécessaires. La
similitude de (4.23) et de ((4.24),(4.25)) avec les résultats correspondant pour les séries
de Fourier est visible. Le membre de droite de (4.23) est parfois appelé développement de
Fourier intégral de f.

Formes équivalentes du théoréme de Fourier intégral Le théoréme de Fourier
intégral peut aussi étre écrit sous la forme :

flz) = 1 /a OOO / OOOO f(u) cos a(z — u)duda (4.26)
flz) = / / fw)e ™ duda (4.27)

fa) = o= | @*da / Fluw)e ™ du (4.28)
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ou il est sous-entendu que si f n’est pas continue en x, le membre de gauche doit étre
remplacé f(@+0)+f(z—0)
placé par 5 .

Montrons que les formules (4.23) et (4.26) sont deux formes équivalentes du théoréme
de Fourier intégral.
Partons de la forme

flz) = %/aooo /OO_OO f(u) cos a(x — u)duda

Ce résultat peut étre écrit sous la forme

1 oo oo
flz)=— / / f(u)(cos ax cos avu + sin ax sin au)dudo
a=0 Ju=—oco0

™

ou encore :

f(z) = /OO (A(«) cos ar + B(a) sin aur)dov

=0
ou l'on a posé

Ala) = %/00 f(u) cos audu

B(a) = %/_OO f(u) sin cudu.

Les deux formes sont donc bien équivalentes. Montrons a présent que (4.26) et (4.28) sont
équivalentes. On a par (4.26) et le fait que cosa(x — u) est une fonction paire de « :

Fla) = % / Z / Z F(u) cos alz — u)duda (4.29)

Alors, en utilisant le fait que sin a(z — u) est une fonction impaire de «, on a :

0= % /Z /Z f(u)sina(z — v)duda (4.30)

Multiplions (4.30) par i et ajoutons a (4.29), on a donc :
1 e, 9] oo o
flx) = By / / fu)(cosa(r —u) +isina(x — u))dudo
T J—ooJ-o0

1 oo oo .
_ / / F(@)e®@ duda
27-[_ — o —00

De la méme maniére, on peut déduire que (4.26) résulte de (4.28).
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4.4.4 Transformées de Fourier

Définition

De (4.28), il s’ensuit que si 'on pose :

F(a) = /OO fu)e " du, (4.31)
alors : | e
fz) = %/_ F(a)e™ da (4.32)

La fonction F'(«) est appelée la transformée de Fourier de [ et est parfois écrite
F(a) =F.{f(z)}. La notation §, {f} peut aussi étre remplacée par TF{f}(a) ou
encore simplement f(c).

La fonction f est alors la transformée de Fourier inverse de F(«a) et est écrite
flz) =F{F(a)} = TF{F(a)}.

La définition de transformée de Fourier n’est pas universelle. En physique, dans la
plupart des exemples, la variable x concernée est, soit une longueur, soit un temps. Usuel-
lement, la notation x représente une longueur. Dans ce cas, la variable « a les dimensions
de l'inverse d’une longueur. Elle est appelée nombre d’onde et est notée généralement k.
Lorsque l'on considére une fonction du temps ¢ — f(¢), on utilise pour la transformée de
Fourier de f(t) la notation :

Flw) = / F)etdt (4.33)
ou la variable w, qui a les dimensions de 'inverse d’un temps, est la pulsation.

En physique, la formule d’inversion s’interpréte comme une décomposition de f(x) en
une somme d’oscillations harmoniques. Si x est une longueur, F(a = k) est 'amplitude
correspondant au nombre d’onde k. Si & = ¢ est un temps, F(a = w) est 'amplitude
correspondant a la pulsation w. Elle s’écrit alors :

f(t) ! / h F(w)e “'dw = / h F(f)e 2 tqf (4.34)

2m —o0 —0o0

ou l'on a posé a = w = 27 f.

Remarque : Les constantes 1 et % précédent les intégrales dans les formules (4.31)
et (4.32) peuvent étre remplacées par n’importe quelles constantes dont le produit vaut %
Par exemple, certains électroniciens ou physiciens utilisent (pour des raisons de symétrie
avec la transformation de Fourier inverse) la transformation suivante

~ 1 e )
S tw flw) = —/ t)e “idt 4.35
(o fw) == [ s (4.35)
avec t en secondes et w la pulsation (en rad.s™!). La transformation inverse s’écrit alors

£(t) = % / 7 (w)etdw (4.36)
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4.4.5 Conditions suffisantes d’existence (conditions de Dirichlet)

La transformée de Fourier d’'une fonction f existe si f(z) est absolument intégrable,
c’est-a-dire :

/_OO |f(z)|dz < +00 (4.37)

(e 9]

On écrit cette derniére condition sous la forme f € Li(R). En effet, si f est absolument
intégrable, alors :
o oo
/ |f(z)|e” ™ dx = / |f(x)|dx < +00 (4.38)
—00 —00
puisque l'on a | f(z)e ™| = | f(x)|.

Notons que cette condition garantit I’existence de la transformée de Fourier, mais n’est
pas nécessaire. Pour que la transformation inverse redonne la fonction f, les conditions
supplémentaires :

— f est continue par morceaux sur tout intervalle fini

— [’ est continue par morceaux sur tout intervalle fini
sont également suffisantes.

En généralisant dans R", on a la définition suivante :

Définition 4.5 On appelle transformée de Fourier d’une fonction

f: R"—R
B~ f(x)
[’expression :
Salf ()} = Fle) = [ e fla)da,
ot
T aq
T2 9
T = ) s = ) Jdr = dxidxsy - - - dx,, r.00 = T1001 + To0tg + -+ + X0,
Ty Qo

Théoréme 4.8 §F,{f(z)} existe si f est integrable

En effet, si §o{f(x)} existe, cela veut dire que f(x)er™* € Li(R") et

|[f(z)e™ o] = | f(@)l|e""] = | f(2)]

Si f € Li(R"™), alors
f(l,)e:l:ix.a c Ll(Rn)

Dans la suite de notre section, nous allons utiliser ’expression (4.31) pour la transformée
de Fourier.
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4.4.6 Transformées de Fourier en sinus et en cosinus

Dans le cas de dimension 1, c’est-a-dire n = 1, on a F.(a) la transformée de Fourier
en cosinus de f(z) et f(x) la transformée de Fourier inverse en cosinus de F.(«) :

So{f(2)} = Fo(a / f(z)cosaxdxr et f(x)= 2/OOOFC(oz)coszcada

T
si f est une fonction paire. De méme, on a Fy(«) la transformée de Fourier en sinus de
f(z) et f(z) la transformée de Fourier inverse de Fy(«) :

§o{f(z)} = Fs(a / f(x)sinazdr et f(x)=

si f est impaire.

2

™

/ Fi(a) sin zada
0

4.4.7 Quelques exemples des transformées de Fourier de certaines
fontions (n:1)

1. Fonction paire : f(—x) = f(x)

So{f(2)} =

/
- /.
J

f —lxadx
f x)e‘i‘wdx—k/ f(z)e ™ dx
0
0 ., 00 )
—/ f(=2")e™ *dg" +/ f(z)e ™ *dx, en posant 2’ = —x
o 0

f(x’)eixladx’ + / f(x)efixadx
0

= / () (€ 4 &) da

= 2/0 f(z) cos xadz
= 251/ (2)]

2. fonction impaire : f(—x) = —f(x)
0 . o0 .
o — 77,xad 774Iad
5l = [ swedes [T e

0 00
= _/ f(—fl)eix/adw/ + / f(z)e ™*dx, en posant o’ = —x
[e's] 0

_ / T el + /0 " f)e o dy
— / f(z) (e — ™) da

= / f(z) sin zadz
= =25 [f

Analyse III page 84 Dr Janvier Pesser



3. Transformée de Fourier d’une fonction porte :

Soit f(x) = djap(X) = { 0 ailTeurS_

Soldune) = ([ / [ st s
e

6—7,ba — e tac

]

En particulier, on a :

e iwa]® —21sin ax

(03 5—&& - - =
3{[ ’]( )} [—wz}a -
S Y pour o # 0

Pour a = 0, on obtient F'(«

| 1=Kz, —%
4. f(x) = { 0 ailleurs

Sa{f(x)} = 2F{f(@)}
= / f(z) cos xadz
= / (1 — kx) cos zadx

0

—~

= Q/k(l—kx)cosxozdx
0

_ 2{(1_kx)sinxa]’1€+2k/}v sinx&dx
o o 0

«

T x24a2
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f etant paire, on a :

FAf(x)} = 2FA{f(x)} = 2/ ST jy = 2/ / e~ 1@+ cos padtda
0 o Jo

22+ a?

= 2/ et gt [/ et cos xadtdw}

= / 1\/je 4t e7dt  posons u= 1
+a2u2
= 2\/_/ ( du? )du

= 2= \/EQQ\JZ

—ala\

k-
k2 + o2

FAf(x)} = 2/000 * coswadr = 2= \/je G = \/je S

4.4.8 Propriétés de la transformation de Fourier

FAf(x)} = 2/ e* cosvady = 2
0

Propriété de linéarité

L’intégration étant une opération linéaire, la transformation de Fourier I'est aussi,
c’est-a-dire que, A et u étant des scalaires, on a :

Sa{Af(2) + pg(z)} = AF(a) + pGla). (4.39)

En d’autres termes, la transformation de Fourier commute avec ’addition et la multipli-
cation par un scalaire.

Translation

Cherchons la transformée de Fourier de f(x — a) (avec a réel). En posant u = x — a,
on obtient :

+oo +o0

Solf(z—a)} = flz — a)e_ia”dx — g iaa f<u>e—iaudu

soit :

S Af(x—a)} =e"F(a). (4.40)
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A la translation de f(x) correspond un déphasage de F(«) proportionnel a a ¢’est-a-dire
que la transformée de Fourier de f(z — a) s’obtient en multipliant F'(«) par le facteur de
phase e~

Modulation

Inversement, la transformée de Fourier de e*® f(x) (avec ag réel) est donnée par :

“+o00

Sa{eiaoxf(m)} _ f(l,)e*i(cvfozo):z:dm

soit :
To{e ™ f(2)} = Fla — ap). (4.41)

A la modulation de f(x) correspond une translation de F(a — ay).

Changement d’échelle

Changer I'unité pour la variable z revient & multiplier celle-ci par une constante réelle
a # 0. En posant v = ax, on obtient :

Salflax)} = /_00 f(a:c)e’ia’”d;y = ﬁ/_oo f(u)e—mu/adu

soit :

Ful flaa) 2 F (g) : (4.42)

ja| " \a
Une compression de 1’échelle des x entraine une dilatation de I’échelle des «.

En termes plus physiques, une compression de 1’échelle des longueurs entraine une
dilatation de I’échelle des nombres d’onde . De méme, une compression de 1’échelle des
temps entraine une dilatation de I’échelle des pulsations. C’est 14 une propriété extréme-
ment importante en pratique de la transformation de Fourier.

Conjugaison complexe

On a : N ) *
ga{f*(x)} = /_ f*(x)e_iaﬂfdx = [/_ f(x)eiaxdx:|
soit :
Folf (@)} = F*(-a). (4.43)
Transformée de Fourier de f'(z)

Supposons [ intégrable, dérivable et & dérivée intégrable. Sa dérivée f’' posséde alors
une transformée de Fourier, donnée par :

S S (2)} = /00 f'(x)e " dux. (4.44)
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Intégrons par parties 'intégrale au second membre de 1'équation (4.44) :
Soi{f ()} = [f(:v)e’mx]iooo + ia/ f(z)e " dx. (4.45)

Comme [’ est intégrable, f(z) a bien une limite finie pour x+ — 4o00. Cette limite ne
peut étre différente de 0, sans quoi f ne serait pas intégrable. Le terme tout intégré de la
formule (4.45) est donc nul. 11 reste :

So{f' (@)} = iaFaf{f(2)} = iaF (a). (4.46)

A la dérivation de f(x) par rapport a x correspond donc la multiplication de F(«) par
Q.

Plus généralement, pour la dérivée d’ordre m, on a :

Sl f™ (@)} = (i)™ F(a). (4.47)

Le résultat (4.47) conduit & une majoration importante. De la formule :
(i0)"F(a) = / 00 ()60

on déduit I'inégalité :
o

af"|F(a)] < / £ () (4.48)

—00

Plus f est dérivable, a dérivées intégrables, plus sa transformée de Fourier F'(«) décroit
rapidement a l'infini.

Transformée de Fourier de I’intégrale de z(t)

En supposant que f(0) = 0, on montre de la méme maniére que :

sl [ " fludu} = = F(a) (4.49)

Propriété de dualité

La propriété de dualité permet d’obtenir facilement de nouvelles paires de transformées
de Fourier a partir de paires déja connues. Cette propriété s’énonce comme suit, pour une
fonction f, si :

Sl f(2)} = Fla),
alors :
Sl F(2)} = 2nf(~a). (4.50)
Ceci se démontre en débutant avec ’expression de la transformée de Fourier inverse :

flez) = — /OO F(a)e ™ da,

:% .
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et en échangeant maintenant les variables x et «; on obtient :

f(=a) ! /OO F(z)e “*dx

:% N

et le membre de droite n’est rien d’autre que %S{F ()} ce qui prouve la propriéteé.
Cette propriété devient, pour un signal z(t), si :
Sa{z(t)} = X(f)

alors :
So{X (1)} = (/). (4.51)
En effet, on a alors :

w(—t) = / " X(f)ePma

et en échangeant maintenant les variables ¢ et f; on obtient :
B(—f) = / X (1)t

et le membre de droite n’est rien d’autre que §,{X(¢)} ce qui prouve la propriété.

Dérivation de F(«) par rapport a «

On a:
d

d OO —iQT
@F(&) = @/_OO f(z)e " *dx

soit, en dérivant sous le signe somme :

d . > —tax — )
@F(Q) = — /oo rf(x)e”"*de = §{—izf(x)}

soit finalement :

L p(a) = §{-irf ()} (452

(La dérivation sous le signe somme est légitime si zf(z) est intégrable).

Plus généralement, on a :

F{f(—ia)" f(2)} = F™(a). (4.53)

Ce résultat conduit encore a une majoration :

FO(a)] < /

+oo
|z f(x)|dz (4.54)

Plus f décroit rapidement a l'infini, plus F'(«) est dérivable (avec des dérivées bornées).
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4.4.9 Théoréme de convolution pour les transformées de Fourier
Définition
La convolution de deux fonctions f et g appartenant a L, est définie par :

—+00

Fro) = [ F)gle —u)du. (4.55)

Transformée de Fourier et produit de convolution

On peut montrer que f * g = g * f appartient aussi & L; (nous 'admettrons). On
peut alors calculer la transformée de Fourier de cette fonction. Un important théoréme,
souvent appelé le théoréme de convolution, établit que la transformée de Fourier de la
convolution de f et de g est égale au produit des transformées de Fourier de f et de g,
c’est-a-dire en formule :

S{f x g} = F{15{9} (4.56)
Formellement :

Sol{f*g}= /_oo /_OO e " f(u)g(z — u)drdu (4.57)

Effectuons le changement de variable x — u = v, dx = dv dans U'intégrale (4.57). On
obtient :

S{f*xg}= / / e 1) £ (4) g (v)dudv. (4.58)
L’intégrale double (4.58) est le produit ordinaire de deux intégrales simples :
l 00
S{f*g}= / e"a“f(u)du/ e " g(v)dv. (4.59)
—1 —00
On obtient ainsi la relation :
S{f * g} = F{f}5{g}. (4.60)

La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est donc bien
égale au produit ordinaire des transformées de Fourier de ces deux fonctions. A cause de
la symétrie des intégrales de Fourier et de Fourier inverse représentant respectivement
f(z) et F(a), il existe un résultat analogue reliant le produit (ordinaire) f(z)g(z) et le
produit de convolution de F(a) et de G(«) :

§HF * G} =205 {F}§ H{G} = 21 f(2)g(x) (4.61)

Cette derniére formule peut encore étre écrite comme suit :

S @)()} = 5-F =G, (1.62)
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4.5 Travaux dirigés

Exercice 1. Développer en série de Fourier f(z) = 2% sur [—7, 7], f étant une fonction
rendue périodique de période 27.

Exercice 2. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur I'in-
tervalle |0, 27| par :

Flx) = T—x si O<ae<nm
N 1 si m<ax<2m

Exercice 3. Trouver les coefficients complexes de fourier de

f(z) = i(ﬂ' —x)?, avec x € [0,27]

et donner la série de Fourier de f.

Exercice 4. Trouver les coefficients de Fourier pour f(z) = e*, x € [—7, 7] et donner
la série de Fourier correspondant a f.

Exercice 5. Appliquer la relation de Parseval au développement en série de Fourier de

-1 si—nm<z<0
flz) = 0 “si =0 ,
1 si O<zx<nm

f étant une fonction rendue périodique de période 27. Déterminer ensuite les coefficients
complexes de Fourier.
Exercice 6. Soit f une fonction 27-périodique définie par

f(z) = z(2m — x) pour tout x €]0, 2.

Développer f en série de Fourier. En déduire les sommes des séries :
400 400 +00 —+00
1 1 1 1
Dot G 2 2 i
—nt (2n+1) —n? = (2n+1)

Exercice 7. Trouver les coefficients de Fourier( réels et complexes) pour la fonction f
rendue 27-périodique définie par

fz) =

T—zxz si O<z<nm
T+x si w7<x<0

Exercice 8. Développer en série de Fourier la fonction donnée sur le segment [—1,1]
par I'équation f(r) = 2?2
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Exercice 9. Développer f(z) =z, V0 < x < 2 en séries de sinus et en séries de cosinus

f(=)
7 / /7
/ , /
/ 0 ol z
1 yal T 7 T A I
—8 / -4 -2 / 2 VA /7
F 4 /7 v 4
/7 P 4 7
f(x)
7\ /\ LY 7\
" 7 N\ % / N\
/ N \ %
; S | S . :
-6 -4 -2 0 2 4 8

Exercice 10. Méme question pour f(z) = 2%, V0 < 2 < 2 en séries de cosinus.

Exercice 11. Meéme question pour f(x) = —z% + 10z, V0 < z < 10

/()|
-~ |
7 L
o N
\ y, \ y,
\ / \ 25 /
\ / \ /
\v/ \ /
o RV x

! 0 [ I
10 5 10

Exercice 12. Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte II définie par :

1 si —i<t<d
_ 2 =>b>3
I(t) {Osinon

Exercice 13. La transformée de Fourier des fonctions impulsions 11 définies par

1 o T T
- Sl _EStSE

() = { 7

0 sinon
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Exercice 14.

Exercice 15.

Exercice 16.

Exercice 17.

tielle

Calculer la transformée de Fourier de

1—2% si |z| <1

f@) :{ 0 sinon

Calculez la transformée de Fourier de

flx) =ell.

Calculer la transformée de Fourier de

En appliquant la transformation de Fourier résoudre ’équation différen-

_y// +y _ €—2|x\'
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Chapitre 5

Eléments du calcul variationnel

5.1 Position du probléme

On considére une fonction F'(x, ®(z), ®’'(z)) de classe C1(€2) ou
— x est une variable indépendante
— & = ®(x) est fonction de x
_ d®(x)
®'(z) = =5~
— Q est un ouvert de R3.

on introduit ensuite la fonctionnelle

\ I[0(x)] = [7 F(2,0(x), D' (2))dz

Parmi toutes les fonctions ® pour lesquelles cette intégrale existe, on choisira celle qui la
rende extrémale.

Question : Pour quelle fonction ®(z), I prend-elle des valeurs extrémes ?
Définition
On dit que ®(x) est admissible pour ce probléme si

— O(2) € Ca(Jao, 1)

— @ prend des valeurs fixes en xq et 7 :

(o) = yo, ®(1) = y1.

Si ®(z) = u(z) est une fonction admissible et si on considére la variation d®(z) =
ev(x), e <<
O(z) + 0P(x) = u(z) + ev(x)

On obtient une nouvelle fonction admissible si u et v € Cy(]xo, z1[) avec v(zg) = v(z1) = 0.
considérons la correspondance ¢ — I(¢) = I(u(z) + cv(z))
La condition pour que I admette des valeurs extrémes est

dl _
de 1e=0 — O
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5.2 Equation d’Euler

La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale I(®) soit extrémale pour une
fonction admissible ® = u est que cette fonction satisfasse a I’équation d’Euler

oF _d (9P _,
ou dx \ou )

En effet, on a successivement :

/! _ du _ /
avec ' = 3, F = F(z,u,u).

I(e) = / F(z1,u+ ev,u' + ev')dz,

o

= OF  0F
e / — /_ 20-- .« ..
— /m [F(x,u,u)—l—évau +ev 8u,+s( )+ dx

dI . 9F L OF

= = / (05 TV g

“o9F 4. OF. ,d OF
_ / Vo + (s ) — v (S da

= bl + [ o~ G e
= 0,Vu(z),

d’ot

oF d OF _
ou(z) E(au’(z)) =0

Notons que lorsque F' ne dépend pas explicitement de x :
F = F(u(x),u (x)),

on a une intégrale premiére

oF

:F / _ /_

E (u,u’) —u 5o
dE ,OF ,OF ,OF ,OF
de Y ou Y ou “au/ Y ou

= 0

5.3 Généralisations

a. cas de plusieurs variables dépendantes

F=F(z,¢i(x),¢i(x)), 1<i<p

¢; sont admissibles si
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- ¢ € 02(]%,%[) .

= ¢i(zo) = Yo, Pi(w1) = ¥
Si ¢;(x) = u;(x) sont admissibles
oi(x) + 0¢;(x) = ui(z) + ev;(z) sont admissibles si v;(xg) = v;(x1)
On a ici

I(e) = / F(x,u; + ev, u) 4 ev))dx

Zo

xo i=1

dl 8F 8F
d_5|E:0 = Z (Uz )dl‘

p X
OF 1™ d OF
= i i ora or d
=1 |:U Z:|xg Z/ v dx(au;) T
= 0, VYu(x).
jg_i_%(g—i)zo, 1<:<p

b. cas des dérivées d’ordre superieure

(1) F = F(z,¢(x), ¢/ (z),¢"(x)) :

¢ est admissible si

— ¢ € C3(]zo, 21])

— ¢ et ¢ prennent des valeurs fixes en xg, 1 :
09’ (o) = ¢’ (w1) =

x1
I(e) = / F(z,u+ev,u' +ev',u" +ev")dx

- / oF W OF
de e=0 N ou”

AT §5>

o (5= )+ = () =0

|dx

d oF d

OF
U%(%) + %(’U

Exercice : expliquer les étapes

(2) On tire de la que

)~ (28
ou’ v dz " ou"’"’

=0.

o . QF ,0F )
= / [F(%Ui,vz‘)-i—E( Vig +vi8u;>]+s(---)+---]dx

)], YV
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i F = F(5E7¢, ¢/7¢//7 e 7@5(”))
¢ (2) = Fro(z),

ou

E = Z:Z:O(—l)kddz—k,c (%) u® =u| (E est appelé¢ opérateur d’Euler)

c. cas de plusieurs variables indépendantes

]_) F = F<x7y7¢(x’y)’%7g_§>>

conditions d’admissibilités :

— ¢ € Cy(w), Q ouvert de R?

— ¢ prend des valeurs fixes sur un compact k C €2
On obtient

I(e) = // x y,u—l—svl,au Ov 8”—1—5@)(195(134

ox 8x8 dy
d[| _//
deO—

8F ov OF N ov OF
8:168 8“) 8y0(g—3)
Rappel (Formules de Green)
/ /k (Da f)gdady = / fody — / /k f(Dzg)dxdy,

/ /k (Dy f)gdzdy = — / fgdx — / /k f(Dy,g)dxdy
De la on tire que

S T K e L K B Ao
. a a&u . aya Bu

La variation de V sur C' étant nulle ott C' est un contour borné délimitant K, la condition

dxdy

dl
— =0 ,WW
de
implique
oF a oF o [ _or '\ _
=% - % (o)~ % (a(g;;)) =0
2) Si ¢ = p(x1, 22, -+, x,) la formule précédente se généralise comme suit :
oF P 0 |: oOF :| =0
u k=1 Ox u -
A Ty
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