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Préface

0.1 Contenu-matiére

Dans ce syllabus, on traite la théorie générale des groupes de Lie matriciels, des algeébres
de Lie, I’exponentiel matriciel ainsi que la théorie basique de représentations. On
développe la théorie des groupes de Lie de maniére élémentaire, avec un minimum
de prérequis, en particulier, en utilisant uniquement I’algébre linéaire, sans nécessiter
aucune connaissance de la théorie des variétés.

Explicitement, on traite d’abord la théorie générale des groupes Lie matriciels (i.e.,
sous-groupes fermés de GL(n,C) et leurs algébres de Lie. On présente de nombreux
exemples de groupes de Lie matriciels et on examine leurs propriétés topologiques. Apreés
avoir discuté de ’exponentielle matricielle, on tourne vers les algébres de Lie, examinant
a la fois les algebres de Lie abstraites et les algébres de Lie associées aux groupes de Lie
matriciels.

Ensuite, on traite la théorie élémentaire des représentations: définitions et quelques
exemples fondamentaux de représentations d’algebres de Lie.

Enfin, On étudie la formule Baker-Campbell-Hausdorff et ses conséquences. On
utilise cette formule (2 la place du théoréme de Frobenius plus traditionnel) pour établir
certains des résultats plus profonds sur la relation entre les groupes de Lie et les algébres
de Lie.

0.2 Objectif général du cours

Décrire les groupes de Lie et les algébres de Lie ainsi que décrire explicitement certaines
représentations de ces groupes et algébres de Lie.
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0.3 Objectifs spécifiques

A la fin de PECUE, I’étudiant devra étre capable de :

décrire les groupes de Lie matriciels

décrire les algeébres de Lie

définir les algebres de Lie des groupes de Lie matriciels

décrire les représentations des groupes de Lie et celles des algébres de Lie

0.4 Meéthodologie d’enseignement

0.4.1 Présentation du cours

Les grandes lignes de chaque chapitre seront présentées sur Power-Point. Ainsi, on
explique le but de chaque chapitre et son utilité comme outils mathématique. On résous
quelques exercices en classe et on laisse des travaux & faire pour inciter les étudiants
a travailler personnellement. On combine diverses méthodes lors de 'enseignement. 11
s’agit des méthodes interactive, participative et expositive.

0.4.2 Travaux pratiques et dirigés

On initie les étudiants a faire des calculs sur les exercices laissés comme des TDs dans
les notes. C’est a dire qu’on leur demande de vérifier manuellement certaines assertions
données dans le texte.

0.4.3 Syllabus du cours

Les étudiants seront indiqués on ils peuvent trouver le présent syllabus (numéro d’enregistrement
au répertoire des publications).

0.4.4 Mode d’évaluation

L’évaluation des acquis est constitué de:

e I’évaluation formative sous forme d’interrogations, de travaux dirigés (présentation
au tableau des résultats obtenus pour les exercices laissés dans les notes). Tous
ces travaux représentent 40% des notes.

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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e un examen oral ou écrit & la fin du semestre qui vaut 60% des notes.
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Chapitre 1

(Généralités sur les groupes de Lie

Les groupes sont des ensembles de symétries des objets qui sont symétriques par exemple
les sphéres. L’utilité de ces groupes est de caractériser les symétries d'un objet. On verra
que les groupes trés symétriques seront appelés de groupes de Lie. En d’autres termes,
le jargon "trés symétrique" signifie que I'objet est & la fois un groupe et une variété
différentielle. Par exemple,S! et S? sont trés symétrique tandis que S2, 5%, S° ne le sont
pas. On veut dans ce chapitre, donner une description algébrique de quelques groupes
trés symétriques. Ensuite, on veut décrire les groupes qui ont en plus une structure
de variété différentielle. On commence par cet exemple pratique qui va nous aider a
comprendre la suite.

1.1 Groupe des transformations affines de la droite des
réels R
On commence par rappeler la définition d’un groupe.

Définition 1. Un ensemble G est un groupe si tous ses éléments h vérifient les propriétés
suivantes:

1. la lov de composition: il existe une loi de composition ”.” telle que

Vh,q € G, (h.q) €@G.

2. associativité: Pour tout élément q, h et k de G la propriété suivante doit étre vraie:
(q.h).k = q.(h.k)

7
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3. Elément neutre: Il existe e € G tel que

Vhe G, eh=he=h

4. Inverse: A tout élément k € G, il doit correspondre un inverse (ou symétrique)
par composition & gauche et a droite. Si le groupe est commutatif ces deux inverses
seront égaux. Dans le cas général il doit exister deux éléments hy et hg de G tels
que

hrp.k=e et k.hr=ce,

ot e est l’élément neutre. Dans le cas ou ils existent, ces éléments sont également
notées respectivement gzl et ggl.

Soit F' une transformation affine de la droite des réels, i.e, une dilatation et une
translation, définie par:

F:R>R:z—X=ar+b abeR a=#0.

On peut voir ce groupe comme un ensemble ot chaque élément du groupe est un couple
(a,b) avec a # 0. La loi de composition des transformations affines donne

(a,b) o (a’, V') = (ad', b+ ab’)

L’élément neutre est simplement la transformation identique x +— x et correspond a
(1,0). L'inverse de (a,b) est
1 b
-1
(a’ab) = (_7__)'

a a
En représentation matricielle, chaque élément peut étre représenté par une matrice 2 x 2:

(a,b) < (g f)

et la loi de composition devient la multiplication matricielle. Donc le groupe affine axz+0
est simplement vu comme:

1. le groupe G = {(a,b) : a > 0,b € R}

a b

2. le groupe G = {(0 1

),a>0,b€R}.

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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Il est facile de vérifier que 'ensemble G de toutes les matrices de la forme 2 x 2
ci-dessus formant donc I’ensemble de toutes les transformations possibles de la droite
des réels R est un groupe. En effet, soit

G = {MGMQ’Q(R):M: (8 ?),VCLER*,VI)ER}.

Vérifions ces propriétés pour ’ensemble G ci-haut.

1. Loi de composition: Pour cet ensemble de composition (interne) est la multiplication
matricielle (qui n’est pas commutative). Soient M et N deux éléments quelconques

de G, on a
_fa b c d\ f(ac ad+D
M'N_(O 1) (O 1)_<0 1 )
_[c d a b\ [ca cb+d
var= (o D) (5 9) = (5 )

Or ac = ca € R* puisque a € R* et ¢ € R*. Et de méme, ad+b € Ret cb+d € R.
Autrement dit:

MNeG e NMEeG.

Et de plus M.N # N.M, donc la loi de composition interne est non commutative.

2. Associativité: Soient M, N et O trois éléments quelconques de G. Le produit
matriciel étant associatif, on a directement:

o= [0 6 DIG D=6 D6 DE D]

D’ou on a:

(M.N).O = M.(N.O).

3. Elément neutre: Existe-t-il un élément E de G tel que pour tout M € G : M.E =
E.M = M. Soit N un élément de G. Pour la composition par la droite, on a

_fa b c d\ (ac ad+Db
M‘N_(O 1) <O 1)_<0 1 )

M.N =M < N =1d,

donc:

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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ou Id est la matrice identité de la dimension correspondante. Pour la composition
par la gauche:
NM =M <= N =1d.

Donc L’élément neutre existe et il vaut

E=1d

4. Inverse: Soient M et N deux éléments de GG, cherchons I'inverse a droite et 'inverse
a gauche de M:

1 _b
M.N:E@Mglz(a 1a)eG
Et
1 _b
N.M:E@Mglz(a 1a)eG
Autrement dit on a:
1 _b
Mpt=M'=M"'= (8 1&) G

Ainsi 'ensemble G considéré est bien un groupe de transformations qui transforme
la droite des réels en une autre droite des réels, translatée et dilatée.

Définition 2. Un groupe de Lie réel est une variété différentielle munie d’une structure
de groupe, telle que les applications produit et inverse soient lisses (différentiables et sans
trous)

Le groupe G, précédemment défini, est paramétré par deux réels. La variété a laquelle
il est isomorphe est donc bidimensionnelle et homéomorphe a R2. C’est donc bien
une variété différentielle sauf pour a = 0. De plus, de facon générale, sur les variétés
homéomorphes a R™ la notion de "lisse" se traduit par "différentiable et sans trou".
Ces deux propriétés doivent alors étre vérifiées pour les applications de composition (i.e,
multiplication) et d’inversion du groupe pour que la variété R? munie de la structure
de groupe définie par G soit un groupe de Lie. Or les applications de multiplication et
d’inverse de GG sont différentiables et sans trou si a > 0 ou a < 0.

Un groupe de Lie a ainsi été construit: le groupe de Lie des transformations
affines de la droite des réels:

a b

G:{MG GLQQ(R) M = (0 1

> ,V(a,b) € R} x R}.

Ce groupe de Lie est noté Aff(R).

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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1.2 Groupes de Lie matriciels

Un groupe de Lie est en gros un groupe continu qui est décrit par plusieurs paramétres.
Ici nous considérons un groupe de Lie matriciel qui est décrit par des groupes matriciels.
C’était ca l'objectif de 'exemple dans la section précédente.

1.2.1 Définitions

Commencons par la définition formelle.

Définition 3. Le groupe général linéaire réel (ou compleze), noté GL(n,R) (ou GL(n,C))
est un ensemble de matrices inversibles de taille n x n d’entrées réelles (ou d’entrées
complexes).

Notons que nous pouvons identifier M,,(C) avec C" et utiliser la notion standard de
convergence dans C™. Explicitement, ceci signifie les définitions suivantes:

Définition 4. Soit A,, une suite de matrices complezes dans M,(C). On dit que A,
converges vers une matrice A si chaque entrée de A, converge ( quand m — 00) vers son
entrée correspondant dans A (i.e, si (Ay,);i converge vers Ay pour tous 1 < j.k <n),

Nous considérons maintenant les sous groupes de GL(n,C), c’est a dire les sous
ensembles G de GL(n,C) tels que la matrice identité est dans G et tels que pour tous
A, B dans G, les matrices AB et A~! sont aussi dans G.

Définition 5. Un groupe de Lie matriciel est un sous groupe G de GL(n,C) satisfaisant
la propriété suivante: si A, est toute suite de matrices dans G et A,, converge vers une
matrice A, alors soit A est dans G ou A n’est pas inversible.

Cette condition sur G veut dire que G est un sous groupe fermée dans GL(n, C) (Ceci
ne veut pas dire nécessairement que G est un sous groupe fermé dans M, (C)).

La définition [5|est équivalente a dire qu’un groupe de Lie matriciel est sous groupe fermé
de GL(n,C).

La plus part des groupes de Lie matriciel que nous considérons posséde cette propriété
forte de fermeture donnée par la définition , i.e, G est fermée dans M,,(C).

Un exemple d’un sous groupe de GL(n, C) qui n’est pas fermée et par conséquent qui
n’est pas un groupe de Lie matriciel est ’ensemble des matrices n xn inversibles a entrées

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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rationnels GL(n, D). Cet ensemble est un sous groupe de GL(n, C) mais n’est pas fermé.
On peut montrer qu’on peut avoir une suite de matrices inversibles a entrées rationnelles
convergentes vers une matrice inversible a entrées rationnelles (En fait, toute matrice
inversible réelle est limite d’une suite de matrices inversibles & entrées rationnelles)

Un autre exemple d’un groupe de matrices qui n’est pas fermé dans GL(2,C), donc
qui n’est pas un groupe de Lie matriciel est le suivant. Soit a un nombre irrationnel et

soit
et 0
no{(2 L) en)

Clairement, H est un sous groupe de GL(2,C). D’une part, a cause du fait que a est un
irrationnel, alors —Id n’est pas dans H puisque pour mettre e égal & —1, nous devons
prendre t comme un multiple entier impair de w, auquel cas ta ne peut pas étre un
multiple entier impair de 7. D’autre part, en prenant ¢ = (2n + 1)7 pour un entier n
bien choisi, nous pouvons rendre ta arbitrairement proche d’'un multiple entier impair
de 7. (La vérification est laissée aux étudiants). Ainsi, nous pouvons trouver une suite
de matrices dans H qui converge vers —Id, et donc H n’est pas un groupe de Lie matriciel.

Exercice: 11 suffit de voir que I’ensemble des nombres de la forme e?™™ n € 7 est
dense dans S!. Ainsi, on voit que la fermeture de H est le groupe

o i61
0= {(60 609) :91,02€R}.

Le groupe H a lintérieur de H est appelé ligne irrationnelle dans un tore.

1.2.2 Le groupe général linéaire

Les groupes généraux linéaires sur R ou C sont des groupes de Lie. Tls le sont parce
que GL(2,C) est un sous groupe de lui méme. En plus si A,, est une suite de matrices
dans GL(2,C) et A,, converge dans A, alors par définition de GL(2,C), soit A est dans
GL(2,C) ou A n’est pas inversible.

En plus GL(2,R) est un sous groupe de GL(2,C) et si A,, est une suite de matrices
dans GL(2,R) et A,, converge dans A, alors les entrées de A sont réelles. Donc, soit A
est dans GL(2,R) ou A n’est pas inversible.

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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1.2.3 Le groupe spécial linéaire

On définit le groupe special linéaire (sur R ou C), note SL(n,R) ou SL(n, C) le groupe

SL(n,C) = {matrices de taille n x n avec entrées complexes ayant le déterminant un}

Tous ces groupes sont des sous groupes de GL(n,C). En plus, si A, est une suite de
matrices de determinant un et si A, converge vers A, alors A est aussi de determinant
un, car le determinant est une fonction continue. Donc, les groupes SL(n, C) et SL(n, R)
sont des groupes de Lie matriciels.

1.2.4 Le groupe unitaire et orthogonal

Une matrice A de taille n x n est appelé unitaire si les vecteurs colonnes de A sont
orthonormaux, c’est -a -dire si

> A A = 0 (1.1)
j=1

Si nous définissons I'adjoint A* de A par (A*);, = Aj;, = Ay;, alors nous pouvons écrire

I'expression (|1.1)) comme
n

D (A Au = (1.2)

j=1
L’équation (1.2)) signifie que A*A = I. Donc nous voyons que A est unitaire si et

seulement si A* = A=, En particulier, toute matrice unitaire est inversible.
L’opération adjointe des matrices satisfait la propriété

(AB)*(AB) = BFA*AB = B'A™'AB = I,

ce qui montre que la matrice AB est unitaire. En plus, puisque (AA™!)* = I* = I, nous
voyons que (A™1)*A* = I, ce qui montre que (A71)* = (A*)~!. Donc, si A est unitaire,
nOuS avons

(A—l)*A—l — (A*>_1A_1 — (AA*)—I — I

qui montre que A~! est encore unitaire. Ainsi, la collection des matrices unitaires est
un sous groupe de GL(n,C). Nous appelons ce groupe, le groupe unitaire et nous

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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le notons U(n).

Nous pouvons aussi définir le groupe special unitaire SU(n), le sous groupe de U(n)
constituée par les matrices unitaires de determinant un. On peut vérifier que tous ces
groupes U(n) et SU(n) sont des sous groupes fermés dans GL(n,C) et qu’ils sont des
groupes de Lie matriciels.

Entre temps, soit (.,.) le produit scalaire standard sur C" défini par

(z,y) = ch_gy;

Ici on peut écrire z € C" comme un élément de la forme suivante
T = (1 4+ iy, Ta + Y2, ..., Ty + 1Yn) -

Nous prenons une convention de mettre en premier facteur le complexe conjugué. Nous
avons donc le résultat basique relatif a I’adjointe d’une matrice relatif au produit scalaire.

Proposition 1. Pour tous A € M,,(C), l'adjoint A* de A satisfait la propriété suivante
(v, Ay) = (A"z,y)
pour tous x,y € C".
Démonstration. Nous calculons que
(z, Ay) = Zx_jZAjkyk
k=1

J=1
n n

= > > Anu

j=1 k=1

= 2.0 A

j=1 k=1
La derniére ligne est le produit scalaire de A*x et y. O
Ainsi, par la proposition , on voit que 'expression

(Az, Ay) = (AA*z,y) = (A" Ax,y)

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |
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nous montre que si A est unitaire, alors A préserve le produit scalaire sur C”, c’est a
dire
(Az, Ay) = (z,y)

pour tous x,y € C".

Inversement, si A préserve le produit scalaire, nous devons avoir
(A" Az, y) = (z,y)

pour tous z,y. On peut voir que cette condition n’est remplie que si A*A = I (que si A
est unitaire).

Donc, une caractérisation équivalente de ’unitarité est que A est unitaire
si et seulement si A préserve le produit scalaire standard sur C".

Enfin, pour toute matrice A, nous avons que det(A*) = det(A4). Donc, si A est
unitaire, nous avons

det(A*A) = |det(A)|* = det(I) = 1.

Par conséquent, pour toutes les matrices unitaires A, on a |det(A)| = 1.

De la méme maniére que le cas complexe, on dit qu’une matrice de taille n x n
est orthogonale si les vecteurs colonnes de A sont orthonormaux. Comme dans le cas
d’unitarité, nous pouvons donner une version équivalente de cette condition. La seule
différence est que si A est réelle, alors A* est la méme que la transposée A" de A, définie

par
(A7) = Agj.

Donc, A est orthogonal si et seulement si A™ = A™1 et cette condition est satisfaite si
et seulement si A préserve le produit scalaire sur R". Puisque det(A™) = det(A), si A
est orthogonal, nous avons

det(A"A) = det(A)? = det(A) = 1,
telle que det(A) = £1.

La collection de toutes les matrices orthogonales forme un sous groupe fermé de
GL(n,C), que nous appelons le groupe orthogonal et noté par O(n). L’ensemble
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des matrices orthogonales de determinant un est appelé groupe special orthogonal
et noté SO(n). Géométriquement, les éléments de SO(n) sont des rotations pendant
que les éléments de O(n) sont soit des rotations ou des combinaisons des rotations et
des réflexions.

Considérons maintenant la forme bilinéaire (.,.) sur C" définie par:
(x,y) == ijyj. (1.3)
J

Cette forme n’est pas un produit scalaire parce que, par exemple elle est symétrique
au lieu d’étre symétrique conjuguée. L’ensemble de toutes les matrices complexes
A de taille n X n qui préservent cette forme, c’est -a -dire (Ax, Ay) = (x,y) pour tous
x,y € C" est le groupe orthogonal complexe, noté O(n,C) et c’est un sous groupe
de GL(n,C). Puisque il n’y a pas de conjugaison dans la définition de la forme (.,.),
nous avons

(z, Ay) = (A"z,y)

pour tous z,y € C" dans laquelle formule nous avons A" au lieu de A*. Nous obtenons
au final que une matrice complexe A de taille n x n est dans O(n, C) si et seulement si

A A =T,

et que O(n, C) est un groupe de Lie matriciel et que det(A) = +1 pour tout A € O(n, C).
Le groupe SO(n, C) est défini comme étant 'ensemble de toutes les matrices A € O(n, C)
avec det(A) = 1 et c’est aussi un groupe de Lie matriciel.

1.2.5 Groupe orthogonal généralisé et le groupe de Lorentz

Soit n et k les nombres entiers positifs et R"**. On définit une forme bilinéaire symétrique
[, Jnx sur R par la formule

[513, y]nk =T1Y1+ T2+ ...+ TpYn — Tpp1Ynt1 — -+ — TnpkYntk-

L’ensemble des matrices réelles A de taille (n+k) x (n+k) qui préservent cette forme,
c’est -a -dire [Az, Ayl,r = [2,y].x pour tous x,y € R"™* est le groupe orthogonal
généralisé O(n,k). C’est un sous groupe de GL(n + k,R) et c¢’est un groupe de Lie
matriciel. Pour comprendre cela, il suffit de faire ’exercice suivant.
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Exercice en TD:
Soit g une matrice diagonale de taille (n + k) x (n + k) suivante

(I, O
SN0 I
Montrer que pour tous z,y € R"** on a

[x> y]n,k = <JI, gy>

Montrer qu'une matrice réelle A de taille (n 4+ k) x (n + k) appartient a O(n, k) si et
seulement si

gAtrg — A_l.

Le groupe de Lorentz O(3,1) est particuliérement intéressant en physique.

Nous définissons aussi SO(n, k) le sous groupe de O(n, k) constituées des éléments
de déterminant un.
Si A est une matrice réelle de taille (n + k) x (n + k), soit AY) le j¢ vecteur colonne de
A, c’est-a-dire
Al,j
AW — :
An+k,j

Notons que AY) est égale a Ae;, c’est le résultat qu’on obtient quand on applique A sur
le vecteur de base e;. Donc A sera un élément de O(n, k) si et seulement si

[Ae;, Ae)] = [e;,e)]  pour tous 1< j,1<n-+k.

Explicitement, ceci signifie que A € O(n, k) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites:
[AD AL =0 j#1;

[A(j),A(j)]n,k =1 1<j5<m
[AY AU, = —1 n+1<j<n+k

Soit g une matrice diagonale de taille (n + k) X (n + k) suivante:

(I, O
9=\o -1,/
Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 17




Prof Aboubacar Nibirantiza Université du Burundi (IPA)

Donc A est dans O(n, k) si et seulement si A"gA = g. En prenant le determinant sur
les deux membres de cette égalité, on obtient

(det(A))?det(g) = det(g), ou (det(A))? = 1.

Done, pour toute matrice A € O(n, k), det(A) = +1.

1.2.6 Le groupe symplectique

Considérons la forme bilinéaire antisymétrique B sur R** définie comme suit

n

W(T,y) = (TYnts — Tni ). (1.4)

j=1
L’ensemble de toutes les matrices A qui préservent w, c’est-a-dire, telle que
w(Az, Ay) = w(z,y) pour tous z,y € R*

est appelé groupe symplectique réel, Sp(n,R). On peut voir que c¢’est un sous groupe
fermé de GL(2n, R).
Si J est la matrice de taille 2n x 2n

0 I,
/= (_]n 0 )
alors on peut montrer (faire cela en TD) que

w(z,y) = (z, Jy).

A partir de cette formule, il n’est pas difficile (faire cela en TD) de montrer qu’une
matrice réelle A de taille 2n x 2n appartient & Sp(n,R) si et seulement si

AT JA = . (1.5)
En prenant le determinant de cette égalité, on obtient
det(A)*det(J) = (det(J),i.e, (det(A))* = 1.

Ceci montre que det(A) = £1 pour tout A € Sp(n,R). En fait, det(A) = 1 pour tout
A € Sp(n,R), méme si ce n’est pas évident. On peut définir la forme bilinéaire w sur
C?" par la méme formule comme dans (1.5]) (sans conjugaison). Sur C?", on a la relation

w(z,w) = (z, Jw)
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pour laquelle (.,.) est la forme bilinéaire complexe (1.3).

L’ensemble des matrices complexes 2n x 2n qui préservent cette forme est un groupe
symplectique complexe Sp(n,C). Une matrice A complexe 2n X 2n appartient dans
Sp(n,C) si et seulement si elle satisfait la relation (1.5)).

Encore plus, nous pouvons montrer que toute matrice A € Sp(n,C) satisfait la
condition det(A) = %1 et en plus on obtient le cas de det(A) = 1. Enfin, nous avons le
groupe symplectique compact Sp(n) défini par

Sp(n) = Sp(n,C) NU(2n).

Ceci pour dire Sp(n) est un groupe des matrices de taille 2n x 2n qui préservent a la
fois le produit scalaire et la forme bilinéaire w.

1.2.7 Le groupe Euclidien et le groupe de Poincaré

Le groupe Euclidien E(n) est un groupe de toutes les transformations de R” qui préservent
la distance. C’est-a-dire, des applications f : R™ — R" tels que

d(f(z), f(y) = d(z,y) Vr,y €R"

ou d est la distance usuelle sur R™ définie par d(z,y) = |r — y|. Il peut étre exprimé
comme la composition d’une translation 7, (y) = z + y et d’'une transformation linéaire
orthogonal. Les éléments de E(n) sont des T := T, R et peuvent s’écrire comme des
paires {z, R} avec z € R" et R € O(n) et nous posons que {z, R} agit sur R™ par la
formule:

{z. R}y = Ry + =.

Puisque
{z1, Ri}{z2, Ro}y = Ri(Roy + z2) + 11 = RiRoy + (21 + Ryx2),
I'opération de produit dans F(n) est le suivant

{1‘1, Rl}{ﬁg, RQ} == {IL‘l —+ leEQ, RlRQ}. (16)

On peut montrer (faire cela en TD) que l'inverse d’un élément de E(n) est donnée
par
{z,R} ' ={-R 'z, R}
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Le groupe E(n) n’est pas un sous groupe de GL(n,R), puisque les translations sont
des applications non linéaires. Néanmoins, FE/(n) est isomorphe au sous-groupe fermé de
GL(n + 1,R) constitué des matrices de la forme

X1

Tn
0 ... 01

avec R € O(n).

Montrer (faire cela en TD) que les matrices de la forme (1.7) se multiplient
suivant la formule (1.6).

Nous définissons maintenant le groupe de Poincaré P(n,1) qui est le groupe de
toutes les transformations de R"™! de la forme

T=T,A:={x, A}

avec z € R" et A € O(n,1). C’est un groupe des transformations affines de R"* qui
préservent la distance de Lorentz

di(2,y) == (v1 = 91)° + o+ (20— Yn)® = (@nt1 = Yns1)”.

Une transformation affine est de la forme x — Axz+b ot A est une transformation linéaire
et b une constante. Le produit (faire cela en TD) du groupe P(n, 1) est analogue au
produit ([1.6) du groupe Euclidien.

Le groupe de Poincaré P(n, 1) est isomorphe au groupe des matrices (n+2) X (n+2)

de la forme
€

A : (1.8)
Tn41
0O ... 0 1

avec A € O(n,1). On peut montrer (faire cela en TD) que ’ensemble des matrices de
la forme (1.8) est un groupe de Lie matriciel.

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 20



Prof Aboubacar Nibirantiza Université du Burundi (IPA)

1.2.8 Le groupe d’Heisenberg

L’ensemble H de toutes les matrices A de la forme

1 a b
01 ¢ (1.9)
0 01

avec a,b et ¢ des nombres réels arbitraires, est un groupe de Lie d’Heisenberg. Il
est facile de montrer que le produit de deux matrices de la forme (1.9 est encore une
matrice de la méme forme et que l'identité est une matrice de la forme (1.9). Les calculs

montrent que U'inverse d’une matrice A de la forme ([1.9)) est
1 —a ac—0»
0 1 —c (1.10)
0 O 1

Donc, ce groupe H est un sous groupe de GL(3,R).

1.2.9 Le groupe symplectique compact

Nous voulons comprendre la structure du groupe
Sp(n) = Sp(n,C)NU(2n)

et montrer qu’il peut étre compris comme étant un groupe unitaire sur les quaternions.
Puisque la définition de Sp(n) implique l'unitarité, il convient d’exprimer la forme
bilinéaire w sur C*" en termes du produit scalaire (.,.) plutét qu’en termes de la forme
bilinéaire (., .).

Définissons 'application linéaire de conjugaison

J:C™ = C™: (o, ) = J(o, B) = (=, @),

avec a et 8 dans C" et (o, 3) € C*". Nous pouvons vérifier que pour tous z,w € C*",
NOUS avons
w(z,w) = (Jz,w).

Rappelons que notre produit scalaire est linéaire conjuguée par rapport au premier
facteur puisque J est aussi linéaire conjuguée (Jz,w) est linéaire en z. Nous pouvons
(faire cela en TD) vérifier que

w(z,w) = (Jz,w) = —(z, Jw) = —(Jz,w)
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pour tous z,w € C?" et que
J?=—1I.

Proposition 2. Si U appartient & U(2n) alors U appartient a Sp(n) si et seulement si
U commute avec J.

Démonstration. Fixons U € U(2n). Donc pour z,w € C*  on a d’une part
w(Uz, Uw) = (JUz, Uw) = (U* JUz,w) = (U ' JUz,w)
et d’autre part, on a
w(z,w) = (Jz,w).

En utilisant cela, on peut montrer que U préserve w si et seulement si
UlJu=17J
qui est équivalent a écrire JU = U J. O

Le résultat précédent peut étre utilisé pour donner une perspective différente sur la
définition de Sp(n) comme suit.

L’algébre des quaternions H est une algébre de quatre dimensions sur R engendrée
par les éléments 1 ('identité), i, j et k satisfaisant les relations suivantes

P=7=k=-1
i =k Ji=—k;
gk =1 kj= -1
ki=j; ik=—j.

Nous pouvons réaliser 1'algébre des quaternions dans My(C) en identifiant 1 a la
matrice identité I et en posant

i=(o %) = (5 o) = (0 o)

L’algeébre H est donc ’espace des combinaisons linéaires réelles de 1,7, 7 et k. Maintenant,
puisque J est linéaire conjuguée, on a

J(iz) = —iJz
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pour tous z € C?*, donc iJ = —Ji. Donc, si on définit K := i.J, on obtient
K*=iJiJ = —J(i)*] = J* = I,

et on peut vérifier que i/, J et K satisfont les relations de commutations que ¢, 7, k. On
peut donc faire de C*" un espace vectoriel sur I’algébre non commutative H en posant

1.z =1z, J.z=Jz, kz=1iJz.

Maintenant, si U € Sp(n) alors U commute avec i et par J par la multiplication
(proposition [2) et donc K := iJ. Donc U est donc un quaternion linéaire. Ainsi une
matrice U de taille 2n x 2n appartient & Sp(n) si et seulement si U est un quaternion
linéaire et préserve la norme. Nous pouvons donc penser que Sp(n) est un groupe unitaire
sur les quaternions.

Le groupe symplectique compact se construit naturellement avec les groupes orthogonaux
(applications préservant la norme sur R) et les groupes unitaires (applications préservant
la norme sur C).

Toute matrice U € U(2n) posséde une base orthonormale de vecteurs propres de
valeurs propres ayant la valeur absolue 1. On ajoute alors la propriété additionnelle des

vecteurs propres et des valeurs propres que U doit satisfaire pour étre dans Sp(n) =
Sp(n,C) N U(2n).

1.3 Propriétés topologiques

Nous décrivons trois importantes propriétés topologiques pour les groupes de Lie matriciels
qui sont satisfaites pour certains groupes de Lie et non pour d’autres.

1.3.1 Compacité

Définition 6. Un groupe de Lie G C GL(n,C) est compact si il est compact au sens
habituel comme sous ensemble de M, (C) = R>".

Dans la lumiére du théoréme de Borel-Heine, un groupe de Lie matriciel est compact
si et seulement si il est fermé (vu comme sous ensemble de M,,(C) mais pas comme un
sous ensemble de GL(n,C)) et est borné. Explicitement, ceci signifie que G est compact
si et seulement si:
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e chaque fois que A,, € G et que A, converge, i.e, A,, — A alors A est dans G

e il existe une constante C telle que pour tout A € G, on a |[A;;| < C pour tous
1<,k <n.

Les groupes de Lie suivants sont compact: O(n) et SO(n), U(n) et SU(n) et Sp(n).
Chacun de ces groupes a été vu comme étant fermée dans M,,(C) et chacun satisfait la
condition |A;;| < 1 puisque dans chaque cas, chaque colonne de A € G doit étre un
vecteur unitaire. On peut considérer les normes matricielles suivantes pour A € M, (R)

Al = SUP1§i,jgn|aij|

Al = ZZWJ\
1A]lz = (ZZ%J);

La plupart des autres groupes que nous avons considérés ne sont pas compacts. Le
groupe special linéaire SL(n, R) par exemple, est non borné (en exception du cas trivial
n = 1), car pour tout m la matrice est de determinant 1 mais n’est pas borné.

m

Ici on a les propriétés suivantes
e le det(A4,,) =m.1/m.1...1 =1, donc A,, € SL(n,R).
e La norme euclidienne de A,, satisfait || A,,|| > m qui tend vers oo quand m — cc.

Donc, SL(n,R) n’est pas borné comme sous-ensemble de M, (R).

1.3.2 Connexité

Définition 7. Un groupe de Lie matriciel G est dit conneze (connexe par arcs en
topologie)si pour tous A et B dans G, il existe un chemin continue A(t),a < t < b
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contenu dans G tel que A(a) = A et A(b) = B. Pour tout groupe de Lie matriciel G,
la composante de 'identité de G, noté Gy est un ensemble d’éléments A dans G pour
lequel il existe un chemin continue A(t),a <t < b contenu dans G tel que A(a) =1 et

A(b) = A.

Pour montrer qu’un groupe de Lie matriciel est connexe, il suffit de montrer que
chaque élément A € G est connecté a l'identité par un chemin continu complétement
contenu dans G.

Un groupe de Lie matriciel G’ qui n’est pas connexe peut étre décomposé (uniquement)
comme une union de plusieurs morceaux, appelés composantes, de telle sorte que deux
éléments de la méme composante peuvent étre joints par un chemin continu, mais pas
deux éléments de composantes différentes.

Proposition 3. St G est un groupe de Lie matriciel, la composante Go contenant
Uidentité de G est un sous groupe normal de G (on dit aussi sous groupe distingué

de G).

Démonstration. Si A et B sont des éléments de G, alors il existe des chemins continus
A(t) et B(t) qui connectent [ & A et [ & B dans G. Donc le chemin A(t)B(t) est continu
et connecte I & AB dans G et (A(t))~! est un chemin connectant I & A~! dans G. Ainsi,
tous les éléments AB et A~! appartiennent & G, prouvant que Gy est un sous groupe
de G. Supposons maintenant que A est dans G et B tout élément de GG. Alors il existe
un chemin continu A(t) qui connecte I & A dans G et le chemin BA(t)B~! connecte [
a BAB~! dans G. D’ott BAB™! € Gy, ce qui prouve que Gy est normal. O

Notons qu’a cause du fait que la multiplication matricielle et I’inversion matricielle
sont continues sur GL(n,C), il s’ensuit que A(t) et B(t) sont continues, donc aussi les
chemins A(t)B(t) et A(t)~! sont continues.

Théoréme 1. Le groupe GL(n,C) est conneze pour tout n > 1.

On utilise ici le théoréme (qu’on ne va pas démontrer dans ce cours, mais qu’on
peut trouver dans [I] annexe A, Theorem A.4) que toute matrice est semblable a une
matrice triangulaire supérieure. Toute matrice nilpotente est semblable & une matrice
triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale.

Démonstration. Dire que toute matrice est semblable & une matrice triangulaire supérieure
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signifie qu’on peut exprimer toute matrice A € M,,(C) sous la forme A = CBC™!, avec
)\1 x

0 An

Si A est inversible, alors chaque A; doit étre non nul. Posons que B(t) soit obtenu en
multipliant la partie de B au dessus de la diagonale par (1 —t), pour 0 < ¢ < 1 et posons
A(t) = CB()C~!. Alors A(t) est un chemin continu contenu dans GL(n,C) qui prend
origine en A et prend fin en CDC ™!, avec D une matrice diagonale dont les entrées sont
A1y ..., Ap. Nous pouvons donc définir les chemins A;(¢) qui connectent A\; & 1 dans C*

en considérant que ¢ va de 1 a 2, et nous pouvons définir A(¢) sur l'intervalle 1 <¢ < 2
par

Donc A(t),0 <t <2, est un chemin continu dans GL(n,C) connectant A & I.

Par contre, on peut montrer que ’ensemble GL(n,R) n’est pas connexe. Ses deux
composantes connexes sont les ensembles GL™ (n,R) et GL™(n,R)

GL*(n,R) = {M € GL(n,R) : det(M) > 0}

GL (n,R) ={M € GL(n,R) : det(M) < 0}

En effet, 'application det : GL(n,R) — R* est continue. Comme R* n’est pas connexe
(car union de deux ensembles disjoints), on en déduit que GL(n,R) n’est pas connexe.

Montrons maintenant que GL*(n,R) est connexe (par arcs). Soit M € GL*(n,R).
On définit la matrice diagonale

D =diag(1,...,1,det(M)).

Comme M D' € SL(n,R), il existe S € SL(n,R) tel que M = SD. Or SL(n,R)
est fermé dans M, (R) car application det : M, (R) — K est continue et SL(n,R) =
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det ™ ({1}).

Comme SL(n,R) est connexe (par arcs), il existe une application
a:[0,1] = SL(n,R)
continue telle que (0) = S et a(1) = I,. On définit alors v : [0,1] — GL" (n,R) par
Vi e [0,1], () =at) (tl,+ (1 —1t)D)
L’application 7 est continue et on a v(0) = M et (1) = I,,, d’ou le résultat.

La démonstration ci-dessus s’adapte & GL™ (n, R). On relie toute matrice de ’ensemble
GL™(n,R) adiag(1,...,1,—1). On en déduit que GL™ (n, R) est connexe (par arcs), donc
GL*(n,R) et GL™(n,R) sont des composantes connexes de GL(n,R).

Proposition 4. Le groupe SL(n,C) est connexe pour tout n > 1.

Démonstration. La preuve est la méme que celle de GL(n,C) sauf qu’ici nous devons
étre str des chemins connectant A € SL(n,C) & I contenus entiérement dans SL(n, C).
Nous pouvons nous assurer en choisissant A, (¢) dans la deuxiéme partie de la preuve
précédente, égale a (A(t) ... \,_1 ()7L O

Proposition 5. Les groupes U(n) et SU(n) sont connezes pour tout n > 1.

Démonstration. On sait d’abord que toute matrice unitaire posséde une base orthonormale
de vecteurs propres associés aux valeurs propres de valeur absolue un. Donc toute
matrice U € U(n) peut étre écrite comme U; DU, avec U; € U(n) et D une matrice

diagonale dont les éléments diagonaux sont €', ... e, Il s’ensuit que toute matrice
unitaire U s’écrit
el 0
U=U, Ut (1.11)
0 eifn

avec U; unitaire et #; € R. Inversement, on peut montrer que toute matrice de la forme
(1.11)) est unitaire. Nous pouvons donc définir

ei(lft)el 0
Ut) =U, Ut, 0<t<l.

0 61‘(1—09”

On peut voir que U(t) est dans U(n) pour tout t et U(t) connecte U & I.

Une légére modification de l'argument comme dans la preuve de la proposition
précédente, montre que SU(n) est connexe. ]
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1.3.3 Simple connexité

Définition 8. Un groupe de Lie matriciel G est dit simplement conneze si il est conneze
et en plus tout boucle dans G peut étre réduite continuellement en un point.

Plus explicitement, supposons que G est connexe. Donc G est simplement connexe
si pour tout chemin continu A(t),0 < ¢ < 1 contenu dans G et avec A(0) = A(1), il
existe une fonction continue A(s,t),0 < s,t < 1, prenant les valeurs dans G et ayant les
propriétés suivantes:

e A(s,0) = A(s,1) pour tout s,
e A(0,t) = A(t)
e A(1,t) = A(1,0) pour tout t.

On peut penser que A(t) est une boucle tandis que A(s, t) est famille de boucles paramétrées
par la variable s qui réduisent A(¢) en un point. La condition 1 dit que pour toute valeur
de s, on a une boucle, la condition 2 dit que si s = 0 la boucle est la boucle spécifique
A(t) et la condition 3 dit que si s = 1 la boucle est un point. La condition de connexité
simple est importante car pour les groupes simplement connexes, il existe une relation
particuliére entre le groupe et ’algébre de Lie.

Proposition 6. Le groupe SU(2) est simplement conneze.

Démonstration. 11 faut comprendre que la matrice de SU(2) sera exprimé sous la forme
|a|? + |B]? = 1 pour une paire (a, 3) € C% C’est a dire la matrice

a —f
g @
est un élément de SU(2).
En effet, pour voir cela, il suffit de prendre

SU(2) = {X = (g g) cUR)IX*X =1 et det(X)=1}

La condition X*X = I signifie aussi que X* = X1, c’est a dire
a B\ _(a —
7o) \=B &)
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Cela produit, les égalités suivantes

a:57 32_77 7:_5a S:aa 055_/37:

Ces égalités montrent que X prend la forme suivante

X = (g _EB> avec |al? +[B)? = 1.

Cela permet de voir que SU(2) peut étre pensé (topologiquement) comme la sphere
tridimensionnelle S dans R*. Pour voir cela, on considére les nombres complexes

a=x1+iry et [ =ux3+ix,.

On a donc
SU(2) — R*: (o, B) = (21, 29, 3, 24).

Les images de cette application sont des points tels que aa+ 85 = 1, cad 22 + 22 + 22 +
r? = 1. Etant donnés « et 3 on obtient

a+a a— @ B8+ B —

To = Lo == —— Tqs =
2 P g 0 T o TP
La condition |a|* + |8]? = 1 donne 2% + 23 + 2% 4+ 23 = 1 ou bien [|X]|? = 1 avec
X = (w1,29,73,24) € RY Cette equation définit la sphere unité S® dans R*. 1l est
connu que S* est simplement connexe. ]

ey

I =

1.3.4 Homomorphisme et isomorphisme
Nous étudions la notion d’homomorphisme pour les groupes de Lie matriciels.

Définition 9. Soient G et H des groupes de Lie matriciels. Une application ® : G — H
est dite homomorphisme de groupe de Lie si

o & est un homomorphisme de groupe
e O est continue

Si en plus, ® est bijective et Uinverse ®1 est continue alors ® est appelé isomorphisme
de groupe de Lie

Exemples
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e L’exemple le plus simple d’homomorphisme de groupe de Lie est ’application
determinant qui est un homomorphisme de GL(n,C) dans C*.

e L’application

cosf) —sind
CI>:]R—>SO(2):9|—><I>(9)—<Sin9 cos@)

Cette application est visiblement continue et le calcul (en utilisant les formules
trigonométriques) montre que ® est un homomorphisme

Exemple SU(2) et SO(3).
Un autre exemple trés important est la relation entre les groupes de Lie SU(2) et SO(3).

Considérons 'espace vectoriel V' des matrices X complexes 2 x 2 auto-adjointes (i.e,
X* = X) et de trace nulle. Les éléments de V' sont de la forme

1 To + il’3
A= . , T1,Ty,r3 € R.
T9 — 1X3 —I1

L’espace vectoriel V' réel est de dimension trois muni de la base

0 1 0 i 10
=) = (Bo) (05,

Le calcul direct montre que la famille { Ay, A, A3} est une base orthonormée de V. Ayant
choisi une base orthonormée, nous identifions V avec R?® en considérant x;,zs, x5 vus
comme coordonnées de R3. Donc, le produit scalaire standard sur R? peut étre calculé
comme suit

1
(A,B) = §trace(AB).

Cela signifie que

1 T To + 1T o rh 4 it
1 2 3
(A,B) = —trace . , L, s
2 Lo — T3 —T1 Ty — 1T3 —x
/ / /
= 21T] + T2y + T3X5.

Maintenant si U est un élément de SU(2) et A un élément de V, il est facile de voir que
UAU™! est un élément de V. Donc pour un élément U € SU(2) nous pouvons définir
une application

Oy : V=V A UAU .

Puisque U est unitaire, alors on a

(UAU Y = (U ) AU* = UAU ™
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et cela montre que UAU ™! est un élément de V. Si U € SU(2) et A,B €V, on a

(D (A), by (B)) — %trace((UAU‘l)(UBU_l))
= %traee(UABUl)

= %traee(AB)
= (4,B)

Ici, on a utilisée le fait que la trace est invariante sous 'opération de conjugaison. Donc
I'application ®;; est une transformation orthogonale de V' 22 R? et peut étre pensé comme
un élément de O(3).

On voit donc que U — @y est une application de SU(2) dans O(3). Il est facile de

montrer que U — &y est un homomorphisme (c’est a dire, @y, = Py, Py,) et qu’elle
est continue.
Rappelons que tout élément de O(3) est de determinant det = £1. Comme SU(2)
est connexe, alors @y doit étre un élément de SO(3) pour tout élément U € SU(2).
Dou @ : U — Py est un homomorphisme de SU(2) dans SO(3) qui est continue.
Puisque (—I1)A(—I)"! = A, nous voyons que ®_; est 'identité de SO(3). L’application
® : U — Py ne réalise pas une correspondance biunivoque entre SU(2) et SO(3) parce
que pour tout U € SU(2), on a toujours &y = ®_. On voit que ® : U — Py est un
homomorphisme de groupes de Lie matriciels SU(2) et SO(3)

Supposons par exemple que U est une matrice

€i9/2 0
U= ( 0 €—i0/2)

Par un calcul direct, nous obtenons,

I T To + 113 -1 T xh +ixh
To —iT3  —Xy xh —ixry  —x)

avec r1 = ) et

wh+iry = (g +ixs)

= (wacos6 — x3sin0) + i(zasinf + x3 cosh).
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Dans ce cas, @y est une rotation d’angle 6 dans le plan (25, x3). Notez que méme si les

entrées diagonales de U sont e/ I'application ®; est une rotation d’angle 6, et non
0/2.

1.4 Groupes de Lie

Définition 10. Un groupe de Lie G est une variété différentiable équipée d’une structure
de groupe telle que les opérations de multiplication et d’inversion soient différentiables.
Ezxplicitement, le produit

GxG—=G

1

et [iversion G — G : g — g~ sont de classe C*.

Exemple:
Soit
G=RxRxS'={(z,y,u):ze€R, yeR, wueScC},
équipé du produit de groupe défini par

(21, Y1, u1)- (T, Y2, Uz) = (11 + T2, Y1 + Yo, € P2uruy).

Donc, G est un groupe de Lie.

Démonstration. 11 est facile de montrer que cette opération est associative, que le produit
de trois éléments est donné par

(21 + 22 + T3, Y1 + Y2 + 3, €TI0y 05

L’élément neutre dans G est e = (0,0,1) et chaque élément (z,y,u) posséde son
inverse (—x,—y,eu~!). Donc G est un groupe. En plus, les deux opérations de
multiplication et d’inversion sont différentiables, ce qui montre que G est un groupe de
Lie. ]

Bien qu’il n’y ait rien sur les matrices dans la définition de GG, on peut quand méme
se demander si GG est isomorphe & un groupe de Lie matriciel. Cela s’avére faux. Il n’y
a pas d’homomorphisme continu et injectif de G dans un GL(n,C). Nous concluons
donc que tous les groupes de Lie ne sont pas isomorphes a un groupe de Lie matriciel.
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Néanmoins, la plupart des exemples intéressants de groupes de Lie sont des groupes de
Lie matriciels.

Nous allons pouvoir (dans les chapitres a venir) voir comment nous pourrions montrer
que chaque groupe de Lie matriciel est un groupe de Lie. Nous prouverons que tout
groupe de Lie matriciel regroupe une sous-variété plongée dans M, (R) = R2"*. D’ou le
théoréme suivant

Théoréme 2. Toul groupe de Lie matriciel est un groupe de Lie.

Bien que ce n’est pas la preuve explicite de ce résultat, on pourrait donner une
approche de preuve de ce que ca devrait étre.

Démonstration. Considérons d’abord le groupe GL(n,R). L’espace de toutes les matrices
réelles n x n peut étre considéré comme R™ . Puisque GL(n,R) est ’ensemble de
toutes les matrices A avec det(A) # 0, GL(n,R) est un sous-ensemble ouvert de R".
(Autrement dit, étant donné une matrice inversible A, il existe un voisinage U de A tel
que chaque matrice B € U est également inversible). Ainsi GL(n,R) est une variété
lisse de dimension n?. De plus, le produit matriciel AB est clairement une fonction lisse
(méme polynomiale) des entrées de A et B, et (a la lumicre de la régle de Kramer) A™1
est une fonction lisse des entrées de A. Ainsi GL(n,R) est un groupe de Lie. O

1.4.1 Exercices

1. Les groupes orthogonaux: Soit (.,.) le produit scalaire standard sur R", i.e,
(,y) = >, zy;. Montrer qu'une matrice A préserve les produits scalaires si et
seulement si les vecteurs colonnes de A sont orthonormés. Montrer que pour toute
matrice réelle B de taille n x n

(Bx,y) = (x, B"y),

ou (B");; = Bj;. En utilisant le fait qu’une matrice A preserve le produit scalaire
si et seulement si A™A = 1.

2. Les groupes unitaires: Soit (.,.) le produit scalaire standard sur C", i.e, (x,y) =
> : Tiy;. Montrer que A*A = I si et seulement si

(Az, Ay) = (z,y) Y,y € C", ((A")i; = Aji).

3. Le groupe d’Heisenberg: Déterminer le centre Z(H) du groupe d’Heisenberg
H. Montrer que le groupe quotient est abélien.
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Chapitre 2

Algeébres de Lie et application
exponentielle

L’exponentielle d’une matrice joue un role important dans la théorie des groupes. L’exponentielle
sert dans la définition d’une algébre de Lie d’un groupe de Lie matriciel et il constitue

le mécanisme de passage d’information & partir d’une algébre de Lie vers un groupe de

Lie.

2.1 Exponentiel d’une matrice

L’exponentielle d’'une matrice joue un role cruciale dans la théorie des groupes de Lie.

Définition 11. Si X est une matrice n x n, on définit ’exponentiel de X, noté e* ou
exp(X) par une série de puissances

[e.e]

X =) % (2.1)

m=0

dans laquelle X° est définie égale o la matrice identité I et X™ est le produit répétée de
la matrice X avec elle méme.

Proposition 7. Pour toute matrice carrée n x n réelle ou compleze, la série (2.1]) est
convergente. L’exponentielle d’une matrice e est une fonction de X continue.

La preuve utilise la notion de norme d’une matrice X € M,,(C) que nous définissons
en pensant M, (C) comme C".
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Définition 12. Pour tout X € M,,(C), on définit la norme
1
2
i - (3 b
jk=1
La quantité || X|| est appelée norme de Hilbert Schmidt de X.

On peut calculer cette norme sous la forme suivante

[NIE

| X || = (trace(X* X))
Cette norme satisfait aux inégalités (triangulaire et Cauchy-Schwarz) suivantes:
X + Y[ < [ X[+ Y]

XY < [ XY

pour tous X,Y € M, (C).
On peut voir que si X, est une suite de matrices alors X,, converge vers la matrice
X dans le sens de la déﬁnition si et seulement si

HXm - XH —0
quand m — oo.

Démonstration. La preuve de la proposition [/} Par la propriété de Cauchy-Schwarz, on

a
X< X

et par conséquent, on a

> |5
| !

|| m! m!

Ce qui prouve que la série (2.1)) converge absolument et donc convergente.

Pour montrer la continuité, notons que puisque X™ est une fonction continue de X,
les sommes partielles de (2.1 sont continues. La série (2.1)) converge uniformément sur
'ensemble de la forme {||X|| < R}. Donc e est continue sur cet ensemble et donc
continue sur toute I'espace M, (C). O

(o) X m
< |1+ X"
m=1

Nous donnons ici une liste de propriétés de ’exponentielle d’une matrice.
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Proposition 8. Soient X et Y des n x n matrices. On a donc
1. =1

2. (eX) =X,

3. eX est inversible et (eX)7t = e7X.

4. elotDX = caXeBX your tous a et B dans C.
5. 81 XY =YX, alors eX+V = eXe¥ =e¥VeX.
6. Si C est inversible alors e“XC™" = CeXC 1.

Démonstration. Le point 1 est évident tandis que le point 2 suit en prenant terme a
terme de I’adjoint de 'exponentielle eX. Les points 3 et 4 sont des cas spéciaux du point
5. Pour vérifier le point 5, prenons le produit
X? Y2
eXe¥ = (]+X+7+...)(I+Y+?+...).

Aprés développement terme & terme et en groupant les termes ot la puissance de X plus
la puissance de Y vaut m, on obtient

o SRS YT Sl
Kl (m— k)t 2= m! &= kl(m — k)] '
Maintenant, puisque X et Y commutent, on a

m
m)!

m __ ky m—k
(X +Y) _Zk!(m—_k)!xy ,

k=0

et donc lexpression (2.2) devient

=1
€X€Y _ Z%(X_‘_Y)m :€X+Y.

m=0

Pour le point 6, si C' est inversible, on sait que

(CcxchHm=cxmc,
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Alinsi, on peut écrire donc

]' —1\m __ ]' my—1
> CxeTym=%  —Cx"C
m=0 m=0

ou encore 1 X
. X -Iym _ > -1
mzom!(c c) cmzo m!c

ce qui donne

]

Proposition 9. Soit X une n x n matrice complexe et voir l’espace de toutes lesn X n
. 2 e . 2
matrices comme C" . Donc X est une courbe différentiable dans C* et

ietX — XetX — etXX.
dt

En particulier, on a

d
—_— |t:0 etX = X

dt

Démonstration. En différenciant terme a terme les puissances de e, on obtient

d o _ (LX) | (X7 (LX)

Ee = 04+ X+ T X + o X + e X+...
(X)X (XY
= ([+ Tt e )X

= XX

2.2 Calcul de ’exponentielle d’une matrice

Nous considérons des méthodes pour calculer I’exponentielle d’une matrice.
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2.2.1 Cas 1: X est diagonalisable

Supposons que X est une n X n matrice réelle ou complexe et que X est diagonalisable

sur C, c’est & dire qu’il existe une matrice complexe inversible C' telle que X = CDC !

avec

A1 0

0 An

A1
e

On observe que e? est une matrice diagonale de valeurs propres e e et alaide

de la proposition [§ on a

X =C o1
0 ern

Si on diagonalise explicitement, on peut calculer explicitement e*X. Notons que si X
est réelle, bien que C peut étre complexe et les \; peuvent étre complexes, eX peut étre
réelle, puisque chaque terme dans la série de e® est réelle. Par exemple, prenons

x=(0 %)

1 ' . . .
Les vecteurs propres de X sont <Z> et (i) associées aux valeurs propres —ia et ia,

respectivement. Donc, la matrice inversible

envoie les vecteurs de base (é) et ((1]

est une matrice diagonale D. Donc X = CDC ™! est telle que:

SR UHICEH Iy
11 0 e -5 3

B cosa —sina

B (sina cosa>'

Notons que si X est réelle (et par conséquent a) alors eX est réelle.

) sur les vecteurs propres de X, et donc C~1XC

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 38



Prof Aboubacar Nibirantiza Université du Burundi (IPA)

2.2.2 Cas 2: X est nilpotente

Une n X n matrice X est dite nilpotente si X™ = 0 pour un certain entier naturel m.
Bien sur si X est nilpotente, alors dire que X™ = 0 signifie que X' = 0 pour tous les
[ > m. Dans ce cas, les termes de la série terminent aprés les m premiers termes.
Par exemple, on calcule e/, pour

0 a b
X=10 0 ¢
0 00
Notons que
0 0 ac
X?’=100 0
0 0 O
et que X2 = 0. Donc
1 ta tb—i—%tQac
eX=10 1 tc
0 0 1

2.2.3 Cas 3: X est arbitraire

Une matrice arbitraire X n’est ni nilpotente ni diagonalisable. Mais il est connu (selon la
forme canonique de Jordan) que toute matrice X peut étre écrite sous la forme X = S+N
avec S diagonalisable et N nilpotente et SN = NS. Donc, puisque S et N commutent,
alors on a

et e” et e/ peuvent étre calculés en utilisant les cas précédents.

Y
(06

Il est clair que les deux matrices commutent parce que la premiére matrice est
multiple de I'identité et donc

Par exemple, prenons

Donc on a
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x _[(e* O I b\ [e* e%
“7\o e)\o 1) " \o e )

2.3 Logarithme d’une matrice

Nous voulons définir le logarithme d’une matrice qui pourrait étre I'inverse de ’exponentielle
d’une matrice. Nous commencgons par rappeler la situation d’un logarithme pour les
nombres complexes.

Lemme 1. La fonction

log 2 = Y (-1 =)

est définie et analytique dans le cercle de rayon un pour z = 1. Pour tout z tel que
|z —1] <1, ona

elos? = .
Pour tout u avec |u| <log2, on a |e" — 1| < 1,et

loge" = u.

Démonstration. Le logarithme usuel pour les nombres réels positifs satisfait la relation

d
—log(l —z) = =—(1+x+2°+...) pour |z|]<1.

dx 11—z

En intégrant terme a terme et en notant log1 = 0, on obtient

2 a3
log(l — ) = — — 4+ —+ ...
og( x) (x+2+3+ )

En prenant z = 1 — z, (i.e, z = 1 — z), on obtient

(1-2)? (-2

ogz = ~((1-2)+

(—1)mH! (2 :nl)m

I
NE

1

3
I

Cette série a un rayon de convergence égale a un et définit une fonction complexe
holomorphe (analytique) sur I'espace {|z — 1| < 1} qui coincide avec le logarithme
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usuel d'un réel z dans lintervalle (0,2). Maintenant, exp(logz) = z pour z € (0,2)
et puisque les deux membres sont holomorphes en z, cette expression continue va étre
holomorphe sur tout 'espace {|z — 1| < 1}. De lautre coté, si |u| < log2, alors

2 Jul?

u—i—u——i—...‘§|u\—|———|—...:e“|—1<1.

e =1 = 9] 2]

Donc, log(exp(u)) a un sens pour tout u. Puisque log(exp(u)) = u pour tout réel u avec
la condition |u| < log2, il s’ensuit par l'analyticité que log(exp(u)) = u pour tous les
nombres complexes avec |u| < log 2. O

Théoréme 3. La fonction

- A—I)m
log A= 3 (—ym A=D"
g mZ:l( ) —~
est définie et continue sur l’ensemble de toutes les matrices A complexes n x n telles que
|A—1|| <1 etlogA est réel si A est réelle. Pour toute matrice A avec ||[A—1|| <1, on
a

6logA — A

Pour toute matrice X avec || X|| <log2, || X —1]| <1 et
loge® = X.

Démonstration. Cette série a valeurs matricielle converge absolument si ||A — I|| < 1
sinon si ||[A — I|| > 1 cette série converge, par exemple si A — I est nilpotente. Nous
montrons que exp(log A) = A pour toute matrice A avec ||A—1I|| < 1. Nous considérons
deux cas.

Cas 1: A est diagonalisable.

Supposons que A = CDC™!, avec D diagonale. Donc A — 1 = CDC™! — T =
C(D — I)C~'. Tl s’ensuit que (A — I)™ est de la forme

(z1 — )™ 0
(A-DI)m=C c!
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avec 21, 2o, ..., 2, des valeurs propres de A. Maintenant, si ||[A — I|| < 1, alors on a
certainement |z; — 1| < 1 pour i =1,...,n. Donc
. log 2 0
A—-1I)m
Z(_l)m-I—l( ) =C C—l
m
m=1 0 log 2,

et par le lemme, on a

6log z1 0

et = Ch=A

O 6log Zn

Cas 2: A n’est pas diagonalisable.
Si A n’est pas diagonalisable, nous approximons A par une suite A,, de matrices diagonalisables
et nous faisons appel a la continuité des fonctions logarithme et exponentielle. Donc,
exp(log A) = A pour toute matrice A avec ||A — I]| < 1. Maintenant le méme argument
comme dans le cas complexe, montre que si | X| < log?2 alors ||[e® — I]| < 1. La preuve
de log(e™) = X est similaire & celle de exp(log A) = A. O

Proposition 10. Il existe une constante c telle que pour toute n X n matrice B avec
151 < } 2
[1log({ + B) — B|| < c[|B|".

Démonstration. Notons que

(o) Bm
log(I + B) — B = m+1 ~-B=208 m+1 — B = —1)mHt =
4.5~ 5= 3 3 S
ou encore

1 2 < Bm?
log(I+B)— B = )t :B R D LA
os(I + I >
ce qui fait
= (3"
log(I + B) — B|| < ||B|I? 2
[log(1 + B) — B|| < | HmZQ p—
ce qui estime la forme désirée. O
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Nous pouvons réécrire la proposition dans la forme la plus générale, en notant comme
suit
log(I+ B) =B+ O (| B|I")

ot O(||BJ|?) désigne la quantité d’ordre ||B||* (i.e, une quantité qui est bornée par un
multiple constant de || B||? pour toutes les valeurs suffisamment petites de || B||?).

2.4 Propriétés supplémentaires de ’exponentielle

Les propriétés que nous voulons ajouter ici sont importantes dans I’étude des algebres
de Lie.

Théoréme 4. (Lie product formula) Soient X,Y € M, (C), on a

. x y\™m
&Y = lim <6m6m> .
m—r00

. . . . X ¥
Démonstration. En multipliant les séries emew, on a

X Y 1
efze:r/zzl—i-——i-——i-O(—Q).
m - m m

O

. . : X v X v ) .
Maintenant, puisque lim,, ,,, emem = [, alors emem est dans un domaine du logarithme
pour toutes les valeurs de m suffisamment grandes. Par la proposition[10] on écrit

(S o (L)

X v X v 1
= —+—+O<H—+—+O(—)
m m

X
m

3

log(eme

m m m2
X Y 1
mo m m

En appliquant I'exponentiel sur le logarithme, on obtient
Y X Y 1
em =exp| —+—+0|—
m m m
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et donc )
(e%e§> = exp (X +Y+0 (—))

m

Par continuité de la fonction exponentielle, on obtient donc

lim (e%e%)m =exp(X +Y).

m—r0o0
C’est la formule du produit de Lie.
Théoréme 5. Soit X une matrice réelle ou complexe de taille n X n. Donc on a

det<€X) _ etrace(X).

Démonstration. 11 existe trois cas & montrer.
Cas 1: X est diagonalisable.

Supposons qu’il existe une matrice complexe inversible C telle que

A1 0
X=C c.
0 An
Dongc, on a
eM 0
0 ern

Ainsi, la trace(X) = > \; et det(eX) = [] et = e2*. (Ici on rappelle que det(CDC™') =
det(C)det(D)det(C~1) = det(D) et trace(CDC ') = trace(D)) .

Cas 2: X est nilpotente.
On se sert du théoréme suivant:

Théoréme 6. Toute matrice est semblable a une matrice triangulaire supérieure. Toute
matrice nilpotente est semblable a une matrice triangulaire supérieure ot tous les éléments
diagonauz sont tous nuls.
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Si X est nilpotente alors X ne posséde aucune valeur propre non nulle et donc toutes
les racines du polynéme caractéristique doivent étre nulles. A 'aide du théoréme [2.12]
X peut étre écrit
0 *

X=C Cc1
0 0

X

Dans ce cas, il est facile de voir que e” sera une matrice triangulaire supérieure avec des

1 sur la diagonale:
1 *

GX:O O—l
0 1

Donc si X est nilpotente, trace(X) = 0 et det(eX) = 1.

Cas 3: X est arbitraire.
Toute matrice peut s’écrire comme suit X = S+N avec SN = NS ou S est diagonalisable
sur C et N nilpotente. Comme S et N commutent alors eX = et = e5eN. Donc par
ces deux premiers résultats, on a

det(eX) _ det(es)det(eN) _ etrace(S)etrace(N) _ etr(X).
[l

Définition 13. Une fonction A : R — GL(n,C) est appelée sous groupe a un paramétre
de GL(n,C) si

o A est continue
° A(O) =71
o A(t+s) = A(t)A(s) pour tous t,s € R.

Théoréme 7. Si A(.) est un sous groupe a un paramétre de Gl(n,C), alors il existe une
unique matrice complexe X de taille n x n telle que

A(t) = .
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2.5 Notion d’algébre de Lie

Commencons par la définition formelle d’une algébre de Lie.

Définition 14. Une algébre de Lie réelle ou complexe de dimension finie est un espace
vectoriel réelle ou complexe g muni de lopération [.,.] : g X g — ¢ et satisfaisant les
propriétés sutvantes:

e [.,.] est bilinéaire,
e [.,.] est antisymétrique,
o [identité de Jacobi est satisfaite

(X, [Y,Z]]|+ [V, [Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0 pour tous X,Y,Z € g.

Les éléments X et Y d’une algébre de Lie g commutent si [X,Y] = 0. Une algébre
de Lie g est commutative si [X,Y] = 0 pour tous X, Y € g.
L’opération [.,.] est appelée crochet de Lie. La condition antisymétrique implique
toujours pour une algébre que [ X, X| = 0 pour tout X € g.
Nous donnons le premier exemple le plus simple. Ces exemples sont des exercices
en TDs pour lesquels la vérification est laissée aux étudiants.

Exemple 1. Soit g = R3 et posons [.,.] : R® x R® — R?® définie par

[z,y] =z Ay,

ot N\ est un produit vectoriel ("cross product” en anglais). Ainsi, g est une algébre de
Lie.

Un autre exemple fondamentale est le suivant

Exemple 2. Soit A une algebre associative et soit g un sous espace de A telle que
XY —YX € g pour tous X,Y € A. Donc g est une algébre de Lie ou le crochet de Lie
est définie par

(X,Y]=XY -YX.

Un troisiéme exemple est le suivant.

Exemple 3. Soit sl(n, C) l’espace de toutes les matrices X € M,,(C) telles que trace(X) =
0. Alors sl(n,C) est une algébre de Lie avec le crochet [X,Y] = XY —Y X.
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Démonstration. Pour tous X et Y dans M, (C), on a
trace(XY — Y X) = trace(XY') — trace(Y X) = 0.
Ceci est vrai en particulier si X et Y sont de trace nulle. O

Définition 15. Une sous algebre de Lie d’une algebre de Lie réelle ou complexe g est
un sous espace by de g telle que [Hy, Ho] € b pour tous Hy, Hy € h. Si g est une algebre
de Lie compleze et b est un sous espace réel de g qui est fermé sous le crochet, alors b
est appelé sous algebre réelle de g.

Une sous algébre h d’une algébre de Lie g est dite idéal dans g si [X, H] € b pour
tous X € get H € h.

Le centre d’une algébre de Lie g est 'ensemble de tous les X € g tels que [X,Y] =0
pour tout Y € g.

Définition 16. St g et h sont des algébres de Lie, alors Uapplication linéaire ¢ : g — b
est appelée homomorphisme d’algébre de Lie si

o([X,Y]) = [o(X),p(Y)] pour tous X,Y € g.

Si en plus, ¢ est une bijection biunivoque alors ¢ est appelé isomorphisme d’algébre
de Lie.

Un isomorphisme d’algébre de Lie avec elle-méme est dite automorphisme d’algébre
de Lie.

On donne le premier exemple d’homomorphisme d’algébre de Lie.

Définition 17. Si g est une algébre de Lie et X est un élément de g, on définit une
application linéaire
ady :g—g:Y —adx(Y)=[X,Y].

L’application X +— adx est une application adjointe ou une représentation
adjointe.
[’identité de Jacobi est I'équivalent de I’assertion qui dit adyx est une dérivation du
crochet de Lie:
ad([Y, Z]) = [adx(Y), Z] + Y, adx (2)].
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Proposition 11. Si g est une algébre de Lie, alors
ad[X7y] = aandy — adyadx = [adx, ady],
ce qui dit que ad : g — End(g) est un homomorphisme d’algébre de Lie.

Démonstration. On observe que
adix,yv)(2) = [[X, Y], Z]
tandis que
ladx, ady](Z) = (adyady — adyadx)(Z) = adxady (Z) — adyadx(2)

ou encore

[adx, ady(Z) = [X, [Y, 2] = [V, [X, Z]]
De l'identité de Jacobi qui est égale
XY 2N+ Y, 2, X)) + 2, [X, Y]] = 0,
on peut y tirer la relation,
—1Z, X Y] = X, [V, Z]| + [V, [Z, X]]

ou encore en utilisant 'antisymétrie sur le premier membre et sur le dernier terme du
second membre, on obtient

(X, Y], 2] = [X, [Y, 2] - [V, [X,, Z]]. (2:3)

Ainsi le premier membre de (2.3) est égale & adjx y|(Z) tandis que le second membre de
(2.3) est égale a [adx,ady](Z). D’ou le résultat voulu. O

L’expression (2.3) est équivalente a I’identité de Jacobi.

Définition 18. Soit g une algebre de Lie réelle ou complexe de dimension finie et soit
Xi,..., XN une base de g (vu comme espace vectoriel), Alors les constantes cjy telles

que
N

X5, X =) X,

=1

sont appelées des constantes de structure de g(par rapport a la base considérée).
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Les constantes de structure satisfont les deux propriétés suivantes
Cjkl + Crji = 0

et
Z (Cjkmcnlm + CkinCnjm + Cljncnkm) =0
n
La premiére relation découle de I'anti-symétrie du crochet de Lie tandis que la deuxiéme
relation découle de I'identité de Jacobi.
5

2.6 Algébre de Lie simple, résoluble et nilpotente

Ces notions décrivent a quel point une algebre de Lie est éloigné d’une algebre de Lie
abélienne, mais dans des directions opposées:

e Nilpotence: 'algébre de Lie est trés proche de I'abélien.
e Résolubilité: 'algébre est modérément proche de I'abélien

e Simplicité: 'algébre est irréductible et non décomposable. C’est a dire absence
totale de sous-structures.

On va alors décrire chaque notion.

Définition 19. Pour toute algébre de Lie g, on définit une suite de sous algébres de Lie
g; dans g comme suit:

on pose go = g et alors on définit gj11 comme étant l'espace des combinaisons linéaires
des commutateurs de la forme [ X,Y] avec X € g et Y € g;. Ces algébres sont appelées
des séries centrales descendante de g. Une algébre de Lie g est dite nilpotente si
g; = {0} pour un certain j. On a donc

g00=0, 01 = [0, 0k, O =10}

Ici les crochets successifs deviennent rapidement centraux puis nuls. L’algébre de Lie
est presque abélienne.

De facon équivalente, g; est 'espace engendrée par les commutateurs d’ordre j
sulvants:

X1, [(Xo, [Xs, o (X, X ).

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 49



Prof Aboubacar Nibirantiza Université du Burundi (IPA)

Notons que chaque commutateur d’ordre j est aussi le commutateur d’ordre (j — 1)
en posant X; = [X;, X;41]. Donc, gj_1 C g;. Pour tout X € getY € g;, on a
[X,Y] € gi+1 C g, ce qui montre que g; est un idéal dans g.

Proposition 12. Si g C M3(R) est ’espace des 3 x 3 matrices triangulaires supérieures

avec des zéros sur la diagonale, alors g est une algébre de Lie sous le commutateur
(X, Y] = XY —YX. C’st une algébre de Lie nilpotente.

Démonstration. Considérons la base suivante:

010 000 001
X=(000]); Y=1001}:;Z2=10 0 O
000 000 000

Le calcul directe montre que 'on a
(X,)Y|=2;, [X,Z]=]Y,Z]=0.

En particulier, le crochet de Lie de deux éléments de g est encore dans g. Donc g est
une algébre de Lie. Donc [g, g] est engendré par Z et [g, [g, g]] = 0, ce qui montre que g
est nilpotente. O

Définition 20. Si g est une algébre de Lie, alors le commutateur idéal dans g, notée
g, g] est lespace des combinaisons linéaires des commutateurs, i.e, l'espace des éléments
Z dans g qui peuvent s’exprimer comme

Z = CI[X17}/1] +...+ Cm[XWLJYm]
pour les constantes c; et les vecteurs X; et Y; dans g.

Pour tous X et Y dans g, le commutateur [X,Y] est dans [g,g]. Ceci est vrai en
particulier si X est dans [g, g], ce qui montre que [g, g] est un idéal dans g.

Définition 21. Pour toute algébre de Lie g, on définit une suite de sous algébres de Lie

9@ g g@ . dans g telle que

g9 =g " =100 ¢® =[gW,g"]..., 0" =[g", "]

Ces sous algébres sont appelées des séries dérivées de g. Une algébre de Lie est dite
résoluble si g = {0} pour un certain j.
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On a l'intuition d’éliminer les non-commutativités par étapes. On peut voir que
chaque algébre dérivée gl@) est un idéal dans gu—" et non nécessairement dans g.

Il est clair que g; C g pour tout j, d’otu, si g est nilpotente, alors g est aussi
résoluble.

Exemple 4. On consideére une algébre de Lie g munie de la base {e1,es,e3} ayant les
crochets non nuls suivants

le1, €3] = aey + bea, [ea, e3] = cey + dey
avec
ad —bc #0, a®+d* + 2bc # 0.
Calculer ’idéal [g,g]. g est-elle résoluble? g est-elle abélienne?
Démonstration. Un élément X de g s’écrit X = ae; + Bea+ves. Le crochet de Lie [ X, Y]
fournit un élément Z = o’e; + F'es selon les hypothéses du probléme. Donc l'idéal [g, g|

est un idéal engendrée par les vecteurs e; et e;. On écrit donc [g, g] =)eq, e2(. Ainsi, on
voit facilement que

g, 9], [9,0]] = 0.

Donc g est résoluble mais non abélienne (Vérifier tous ces résultats en TD). O

Proposition 13. Si g C My(C) est lespace des matrices 2 X 2 de la forme

a b
0 ¢
avec a,b,c € C, alors g est une algébre de Lie sous le commutateur [X,Y] = XY —Y X.

C’est une algeébre de Lie résoluble mais elle n’est pas nilpotente.

Démonstration. Le calcul direct montre que ’on obtient

KS i)(g j“)] - (8 g) (2.4)

avec h = ae+bf — bd — ce, ce qui montre que g est une sous algébre de My(C). En plus,
le commutateur idéal [g, g] est de dimension un et par conséquent commutative. Donc
g2 = {0}, ce qui montre que g est résoluble.

Considérons ensuite, les éléments de g de la forme

1 0 0 1
%) -6l
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En utilisant 'équation (2.4, on voit que [H, X] = 2X et que
[H,[H,[H,...[H X].. ]|

est un multiple non nul de X, ce qui montre que g; # {0} pour tout j.

Définition 22. Une algébre de Lie est dite simple si:
e clle n'est pas abélienne,
e clle ne possede aucun idéal non trivial.

Donc on peut rien isoler ni simplifier. Raison pour laquelle, on peut encore la définir
comme suit.

Définition 23. Une algébre de Lie g est dite irréductible si et seulement si les seuls
idéaux dans g sont g et {0}. Une algébre de Lie g est dite simple si elle est irréductible
et dim(g) > 2.

Notons qu’'une algebre de Lie g de dimension 1 est nécessairement commutative
puisque [aX,bX] = 0 pour tout X € g et pour tous a et b dans un corps K. Si g
est commutative, alors tout sous espace de g est un idéal. Donc une algébre de Lie
commutative est irréductible si elle est de dimension 1. Une définition équivalente d’une
algébre de Lie simple est que:"Une algébre de Lie est simple si elle est irréductible et
non commutative".

Proposition 14. L’algébre de Lie sl(2,C) est simple.

Démonstration. On utilise la base suivante de sl(2, C):

0 1 00 1 0
(o) v=(0) m=(o )
Le calcul des commutations donnent

Supposons que b est un idéal dans sl(2, C) et que h contient un élément Z = a X +bH +
cY, ou a,b et ¢ ne sont pas tous nuls. Nous montrons que, h = s[(2,C). Supposons
premiérement que ¢ # 0. Alors I’élément

X, [X, Z]] = [X, (—2bX + cH)] = —2cX
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est un multiple non nul de X. Puisque b est un idéal, on conclut que X € . Mais
[X,Y] est un multiple non nul de H et [Y,[Y, X]] est un multiple non nul de Y, ce qui
montre que Y et H appartiennent aussi a h. De 1a on conclut que h = sl(2, C).

Supposons ensuite que ¢ = 0 mais b # 0. Alors [X, Z] est un multiple non nul de X et
nous pouvons appliquer le méme argument du paragraphe précédent pour montrer que
h =sl(2,C). Enfin, si ¢ =0 et b = 0 mais a # 0, alors Z lui-méme est un multiple non
nul de X et nous concluons encore que h = sl(2,C). O

Bref, 1'algébre de Lie s[(2,C) est

e simple

e Ni résoluble ni nilpotente

e Génére toute son algébre par crochets.
On a les implications suivantes

Nilpotente = Résoluble = Non simple
et Simple = Ni résoluble, ni nilpotente.
Aucune réciproque n’est vraie.

2.7 Algébre de Lie d’un groupe de Lie matriciel

Les algebres de Lie constituent un outils important pour étudier les groupes de Lie
matriciels. D’un coté, les algébres de Lie sont simples que les groupes de Lie matriciels
car les algébres de Lie sont des espaces vectoriels. Nous comprenons plus les algébres
de Lie en faisant de I’algébre linéaire. D’un autre coté, une algébre de Lie d’un groupe
de Lie matriciel contient beaucoup d’information du groupe. Donc plusieurs questions
en rapport avec les groupes de Lie matriciels peuvent étre résolues en considérant des
problémes semblables et faciles (& résoudre) sur les algébres de Lie.

Définition 24. Soit G un groupe de Lie matriciel. Alors l'algebre de Lie de G, notée g
est lensemble de toutes les matrices X telles que ' soit dans G pour tous les nombres
réels t.

Convention des physiciens
Les physiciens considérent Iapplication X +— X au lieu de X ~ eX. Un physicien peut
donc penser qu’une algébre de Lie de G est ’ensemble de toutes les matrices X telles
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que X € G.

Notons que méme si G est un sous-groupe de GL(n, C). nous n’exigeons pas e'* soit
) )

dans G pour tout nombre complexe mais seulement pour tout réel ¢.

Proposition 15. Soit G un groupe de Lie matriciel et X un élément de son algébre de
Lie g. Donc eX est un élément de la composante de lidentité Gy de G.

Démonstration. Par définition d'une algébre de Lie, e!* est dans G pour tout réel t.
Cependant, on prend que t varie de 0 & 1, on voit que e'* est un chemin continu qui
connecte I'identité I a eX. O

Théoréme 8. Soit G un groupe de Lie matriciel d’algébre de Lie g. St X etY sont des
éléments de g, alors les conditions sutvantes sont satisfaites.

1. AXA™! € g pour tout A € G.
2. sX € g pour tous les nombres réels s.
3. X+Yeg.
4. XY —-YX €g.
Démonstration. Pour le point 1, on observe par la proposition |8 que

et(AXAil) _ AetXA—l c@

pour tout ¢, ce qui montre que AX A~ € g. Pour le point 2, on voit que /%) = esH)X

qui doit étre dans G pour tout t € R si X € g. Pour le point 3, nous utilisons la formule
du produit de Lie qui dit que

. tx  ty \™
X)) — iy <€m€m> .
m—0o0

m
Donc, (e%e%> est dans G pour tout m. Puisque G est fermé, la limite (qui est

inversible) doit étre également dans G. Ceci montre que X + Y est aussi dans g. Enfin,
pour le point 4, on utilise la loi du produit et la proposition9| pour calculer

d

a(&ﬁ%4xﬂh0::(XYkW+@WX—X) (2.5)

= XY -YX. (2.6)
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Maintenant, par le point 1, eXYe ¥ est dans g pour tout . En plus par le point 2 et 3,

g est un sous espace réel de M,,(C), ce qui montre g est un sous espace (topologiquement)
fermé de M,,(C). Donc I’élément

hXV ,—hX _
XY - VX = lim &€ Y
h—0 h

appartient a g. O

Définition 25. Un groupe de Lie matriciel G est dit complexe si son algebre de Lie g
est un sous espace compleze de M, (C), c’est a dire si iX € g pour tout X € g.

Les exemples des groupes de Lie complexes sont GL(n,C),SL(n,C),SO(n,C) et
Sp(n, C) comme nous allons le voir dans la section qui va suivre.

Proposition 16. Si G est commutatif alors son algébre de Lie g est commutative.

Démonstration. Pour toutes deux matrices X et Y dans M,,(C), le commutateur de X
et Y peut étre calculé

d (d
[X, Y] = E (Eetxesyetx ‘s:(]) ’t:O- (27)

Si G est commutatif et si X et Y appartiennent & g alors e commute avec e*¥ et

I'expression entre parenthéses dans le membre de droite de (22.7)) est indépendante de ¢,
ce qui fait que [X,Y] = 0. O

2.8 Exemples d’algébres de Lie de certains groupes de
Lie matriciels

Proposition 17. L’algébre de Lie gl(n,C) de GL(n,C) est l’espace M, (C) de toutes
les matrices n x n dont les entrées sont complexes. De facon similaire, 'algébre de
Lie gl(n,R) de GL(n,R) est égale a M, (R). L’algébre de Lie sl(n,C) de SL(n,C) est
constituée de toutes les n X n matrices complexes dont la trace est nulle et Ualgébre de
Lie sl(n,R) de SL(n,R) est constituée de toutes les n X n matrices réelles dont la trace
est nulle.

Démonstration. Si X € M,(C), alors e est inversible, donc X appartient a I'algébre
de Lie de GL,(n,C). Si X € M, (R) alors e!* est inversible et est réel. Donc X est un
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élément de Palgébre de Lie de GL,(n,R). Inversement, si e/ est réel pour tout réel t,
alors X = d(e;tx) li=o doit étre également un réel. Si X € M,,(C) est de trace nulle, alors
par le théorémdp] det(e!X) = ef '3X = ¥ = 1, ce qui montre que X est un élément de
Palgébre de Lie de SL(n,C). Inversement, si det(e!) = ef "2(X) = 1 pour tout réel ¢,

alors

d
trace(X) = Ee”ra‘:e(X) li=o= 0.

Enfin, si X est réelle et de trace nulle, alors e/ est un réel et de determinant un pour
tout réel ¢, ce qui montre que X est un élément de algébre de Lie sl(n, R) de SL(n, R).
Inversement, si !X est un réel et de determinant un pour tout réel ¢, alors les arguments
précédents montrent que X doit étre réelle et de trace nulle.

Faisons sl(n, R) explicitement. En effet,
SL(n,R) = {X € M,(R) : det(X) =1}

Son algébre de Lie sl(n,R) est I'ensemble des matrices X € M, (R) telles que e/ €
SL(n,R).
Donc

det(etX) — 6tmce(tX) -1

Ceci est équivalent & dire que 'on a
tr(tX) =log(l) © ttr(X)=0<tr(X) =0

car t ne doit pas nécessairement étre égal a 0.
Ainsi
sl(n,R) = {X € M,(R) : trace(X) = 0}.

En particulier, pour n = 2, on obtient que

SI(2,R) = {(Z _ba) :a,b,cER}

Une base de sl(2,R) est constituée de matrices

1 0 01 00
(o ) %= (o) %=1 o)
et les commutations sont les suivantes

(X1, Xo] =2X,,  [Xi1, X5 = —2X5, [ X, X3] =X,

Les constantes de structures sont 2, —2, 1. La dimension de sl(2,R) est 3. []
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Proposition 18. L’algébre de Lie u(n) de U(n) est constituée de toutes les malrices
complexes satisfaisant X* = —X et lalgébre de Lie su(n) de SU(n) est constituée de
toutes les matrices complexes satisfaisant X* = —X et trace(X) = 0. L’algébre de Lie
o(n) du groupe orthogonal O(n) est constituée de toutes les matrices réelles X satisfaisant
X' = —X et lalgebre de Lie so(n) de SO(n) est la méme que celle de O(n).

Démonstration. Une matrice X est unitaire si et seulement si U* = U~1.On cherche les
matrices X telle que e'* soit unitaire. Donc, e!* est unitaire si et seulement si

(5)" = ()1 = etX, 28)
Or par le 2eme point de la proposition |8 on sait (e/X)* = X" et donc (2.8)) devient
et = et (2.9)

La condition est remplie pour tous les réels ¢ si et seulement si X* = —X. Donc,
'algebre de Lie u(n) de U(n) est constituée des matrices X telles que X* = —X. Comme
dans la preuve de la proposition précédente, si on ajoute la condition determinant un
au niveau du groupe, cela signifie qu’on ajoute la condition trace nulle au niveau de
I’algébre de Lie. En d’autres termes, la matrice obtenue X doit étre telle det(e*X) = 1.
Cela signifie que l'on a

det(e'X) = 1 & efraceltX) — 1 & ettraceX) — 1 & trace(X) = 0.

Un argument similaire sur R montre qu'une matrice réelle X appartient a I’algébre
de Lie o(n) de O(n) si et seulement si X = —X. Puisque une telle matrice est de trace
nulle (car toutes les entrées sur la diagonale de X sont nulles) alors on voit que tout
élément de l'algébre de Lie o(n) est également un élément de l'algébre de Lie de SO(n).

On peut le montrer explicitement ici. On sait que le groupe de Lie matriciel
O(n) = {M € GL(n,R) : M" M =1d} .

Son algebre de Lie est ’ensemble des matrices X € O(n) telles que e € O(n) pour
tout ¢t € R. Ceci s’exprime par

(eX)retX = X" etX = 1d, Vi eR.
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D’une part, on a

e () e

= <Id+tX”+ ()2( il +0(X )) (Id+tX+t2(2)!Q2+O(X3))

2
= Id+t(X“"+X)+t—

5 (X)) + X?) + O(X?)

Les développements limités & 'ordre 1 en t s’écrivent donc
XX = Td 4t (X + X)) (2.10)

D’autre part, on a
X X XX

et son développement donne

tr tk

X +X) tr tr

e =Id+t(X +X+E _k‘X + X)*
k=2

A Tordre 1, on a
X — 1d 41X + X). (2.11)

Les equations (2.10]) et (2.11]) étant les mémes et égales a Id, on a donc
Id+¢X"+ X)=1d

Ce qui donne
X"+ X)=0& X"+ X =0.

Ainsi I'algébre de Lie
={X eM,(R): X" +X =0}.
O

Proposition 19. Si g = 0 T
— 1k

toutes les matrices réelles X telles que

Ln 0 ) alors lalgébre de Lie de O(n, k) est constituée de

gX"g=—X.
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L’algébre de Lie so(n, k) de SO(n, k) est la méme que celle de O(n, k).
SiJ = (_0[ ](;‘ , alors lalgébre de Lie sp(n,R) de Sp(n,R) est constituée de toutes
les matrices réelles X telles que

X"JX = J.

L’algébre de Lie de Sp(n, C) est constituée de toutes les matrices complexes X satisfaisant
la méme condilion.
L’algébre de Lie sp(n) de Sp(n) est constituée de toutes les matrices complezes X telles

que X" JX = J et X* = -X.

La preuve est similaire aux preuves précédentes. On note que 'algébre de Lie de
SO(n, k) est la méme que celle de O(n, k).

Proposition 20. L’algébre de Lie du groupe de Heisenberg H est ['espace de toutes les
matrices de la forme

b
X = c (2.12)
0

o O O
o O 2

avec a,b,c € R.

Démonstration. Si X est strictement triangulaire supérieure, il est facile de vérifier que
X™ est strictement triangulaire supérieure pour tous les nombres entiers positifs m.
Donc pour X de la forme , on aura e = | + B avec B strictement triangulaire
supérieure, ce qui montre que e/* € H. Inversement, si e/ appartient dans H pour tous
les réels ¢, alors toutes les entrées de la matrice ! sur ou en dessous de la diagonale
sont indépendantes de t. Donc X = % li=o sera de la forme . O

2.9 Isomorphisme entre su(2) et so(3)

Les éléments suivants forment une base de I’algébre de Lie su(2):

1(i 0 1(0 i 1/0 -1
E1_§(0 —i)’ E2_§<z' 0)’ E3_§(1 0)'

Ces éléments satisfont aux relations de commutations suivantes

(B, Bo) = E3, [Ey, Es| = Ey, [E3 Ei] = Es.
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Les éléments suivants forment une base de 1’algébre de Lie so0(3):

00 0 0
F=(00 -1], B={0
01 0 —1

-1
0
0

o O O

1 0 0
0|, B=|1 0
0 0 0

Ces éléments satisfont aux relations de commutation suivantes

[Fy, By = Fs,  [Fy, Fs) = Fy,  [Fs, Fi] = F.

Puisque les éléments E;, F» et E3 satisfont les mémes relations de commutation que
Fi, F5 et Fj alors les deux algébres de Lie sont isomorphes.

2.10 Homomorphisme de groupe de Lie et d’algébre
de Lie

Le théoréme qui suit nous montre quun homomorphisme entre les groupes de Lie
provient naturellement de I'homomorphisme d’algebre de Lie correspondant. Par conséquent,
I’isomorphisme de groupe de Lie induit I'isomorphisme d’algebre de Lie.

Théoréme 9. Soient G et H des groupes de Lie matriciels avec leurs algébres de Lie g
et b respectivement. On suppose que ® : G — H est un homomorphisme de groupe de
Lie. Alors il existe une unique application linéaire réelle ¢ - g — b telle que

P(e™) = o) (2.13)
pour tout X € g. L’application ¢ possede des propriétés suivantes
1. (AXA™Y) = D(A)p(X)P(A)™Y, pour tout X € g, A € G.
2. o([X,Y]) = [0(X), d(Y)] pour tous X,Y € g.
3. (X)) = L0(e"N) |i=g pour tout X € g.

Démonstration. Puisque ® est un homomorphisme de groupe qui est continue, alors
(e!X) sera un sous groupe a un paramétre de H, pour lequel X € g. Ainsi, par le
théoréme [7] il existe une unique matrice Z telle que

(™) = e'?  pour tout t € R. (2.14)
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On définit ¢(X) = Z et on vérifie que ¢ posséde des propriétés valables.
Premiérement, en posant £ = 1 dans ’équation , on voit que ®(eX) = e*X) pour
tout X € g.

Ensuite, si ®(e!*) = e!Z pour tout t, alors ®(e = e!*Z ce qui montre que ¢(sX) =
s¢(X). En utilisant le théoréme 4] et la continuité de ®, on peut calculer que

tsX)

) (1 ()

m—r0o0

= lim (B ™™™,

m—o0

Donc,
PX+Y) — 1im (6t¢>(X)/met¢(Y)/m)m — t(e(X)+a(Y))

m— 00

En différenciant ce résultat a ¢ = 0, on obtient ¢(X +Y) = ¢(X) + o(Y).
On a obtenu donc une application linéaire réelle ¢ qui satisfait la relation (2.13). Si il
existe une autre application ¢’ linéaire réelle satisfaisant cette propriété, on aurait

) = X)) — @(etX), Wt eR.
En différenciant a ¢t = 0, on obtient ¢(X) = ¢'(X).
On vérifie maintenant les propriétés restantes que ¢ doit satisfaire. Pour toute

matrice A € G, on a

etqb(AXA*l) qb(tAXA*l) _ CID(BtAX,arl )

=e
Donc,

AT = DA () D(A) )
= P(A)e?XMp(A)

La différentielle de ce résultat & t = 0 donne le point 1 du théoréme. De méme, pour
tous X et Y dans g, on a

d

R )

d
_ Eqﬁ (etXYe—tX) Iz,
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dans ce cas, on a utilisé le fait que la dérivation commute avec la transformation linéaire
¢. Donc,
d

([X,Y]) = E‘b(etXW(Y)‘I)(eftX) =0

= %et¢(X)¢(Y)€_t¢(X) |t=0

= [o(X),0(Y)],

ce qui établit le point 1 du théoréme.

Enfin, puisque ®(et¥) = e?X) = £*(X) on peut calculer ¢(X) pour obtenir le point
3. ]

2.11 Exemple

Soit ® : SU(2) — SO(3) : U — &y un homomorphisme de groupe de Lie. Alors
I’homomorphisme d’algebre de Lie associée est donnée par

¢ : su(2) — s0(3)
qui satisfait la relation
QZ)(EJ):FY]ﬂ j:17273a
ou {Ey, By, E3} et {Fy, Fy, F3} sont les bases de su(2) et so(3) respectivement comme
donné dans la section

Puisque ¢ envoie une base de su(2) sur une base s0(3), on voit que ¢ est un
isomorphisme d’algébre de Lie mais ® n’est pas un isomorphisme de groupe de Lie
car (on 'a vu plus haut) ker(®) = {I, —I}.

Démonstration. Si X est dans su(2) et Y = ( iy T2 0T avec x1,T9, T3 € R
To — 1X3 —I1
est dans I'espace vectoriel V alors on a (Rappel: ®y(A) := UAU! pour U € SU(2))

d d
Eq)(etX)Y\t:O = %etXYe*tX\tzo = [X,Y].
Donc, ¢(X) est une application linéaire de V' = R? dans lui-méme donnée par Y

(X, Y].
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Disons que si X = Fj alors les calculs montrent que

5 T Ty +ixs)| ) xh + il
1 . - ! ) /
Ty — 123 -1 xh — il —x)

ou (2, xh, %) = (0, —x3,z2). Puisque

0 00 0 T
—zs =100 1] [2], (2.15)
T 01 0 T3
0 0 O
on conclut que ¢(X) est la matrice |0 0 —1 | qui apparait dans le second membre
01 0

de Iéquation (2.15)), qui est exactement la matrice F} de la base de so(3).
Le calcul similaire permet de F, et F3 en calculant respectivement ¢(Es) et ¢(E3) (Faire
cela en TD). O

Définition 26. Soit G un groupe de Lie matriciel, et son algébre de Lie associée g.
Alors pour tout A € G, on définit une application linéaire Ady : g — g par la formule

Ada(X) = AXA

Proposition 21. Soit G un groupe de Lie matriciel et son algébre de Lie associée g.
Soit GL(g) le groupe de toutes les transformations linéaires inversibles de g. Donec,
Uapplication A — Ady est un homomorphisme de G dans GL(g). FEn plus, pour tout
A € G, Uapplication Ady satisfait la relation

Démonstration. Le point 1 du théoréme (@ garantit que Ad4(X) est dans g pour tout
X € g. Le reste est facile a voir. O

Puisque g est un espace vectoriel réel de dimension k, GL(g) est essentiellement le
méme que GL(k,R). Donc, on voit GL(g) comme un groupe de Lie matriciel. On peut
voir que l'application Ady : G — GL(g) est continue et donc un homomorphisme de
groupe de Lie.

Par le théoréme 9], il existe une application linéaire réelle associée X +— adx obtenue
de celle de 'algébre de Lie de G dans I'algébre de Lie de GL(g), i.e, application g —
gl(g) avec la propriété suivante

eadX = Adex.
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Ici, gl(g) est une algebre de Lie de GL(g), donc 'espace de toutes les applications
linéaires inversibles de g dans lui méme.

Proposition 22. Soit G un groupe de Lie matriciel et son algébre de Lie associée g et
soit Ad : G — GL(g) : A — Ads. Soit ad : g — gl(g) 'application linéaire associée.
Donc, pour tous X,Y € g, on a

adx(Y) = [X,Y].

Démonstration. Par le point 3 du théoréme 9] ad peut étre calculé comme suit

d
adX = % (AdetX) |t:0
Donc, on a
adx(Y) = iAdetx (Y)|=0 = ietXYe_tXh:O = [X,Y].

dt dt

]

Proposition 23. Pour tout X dans M, (C), soit adx : M,,(C) — M, (C) définie par
adx(Y) = [X,Y]. Done, pour tout Y € M, (C), on a

eXYe ™ = Adx (V) = ex(Y),

X (Y) =Y +[X,Y] +%[X, X, Y]] +....

Démonstration. Ce résultat peut étre prouvé par le calcul direct. C’est a dire, en
considérant X et Y des matrices n X n et de montrer par induction que

) 0) = 3 (1) v (- x

(ad)"(V) = (X, [X X V] ).

Par un calcul direct (faire cela en TDs), on montre que l'on a
(YY) = Adx (V) = eXYe ™.

Il faut s’assurer qu’il est 1égal de multiplier les séries terme & terme. O
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2.12 Complexification d’une algébre de Lie réelle

Dans I’étude des représentations d’'un groupe de Lie matriciel, il est souvent d’usage de
passer par ’algébre de Lie g de G, qui est en général, une algébre de Lie réelle. Il est donc
d’usage de passer par 'algébre de Lie complexe associée, appelée la complexification
(ou complexifiée) de g.

Définition 27. Si V est un espace vectoriel réel de dimension finie alors la complexification
de V', notée Vi, est l’espace des combinaisons linéaires formelles

v1 + v, avec Vi,U9 € V.

Ceci devient un espace vectoriel réel évident. Il devient un espace vectoriel complexe si
on définit
i(Ul + ivg) = —Uy + iUl.

Nous pourrions définir de maniére pédante Ve comme étant I'espace des paires
ordonnées (vq,v9), mais cela est lourd sur le plan de la notation. Il est simple de vérifier
que la définition ci dessus fait bien de V¢ un espace vectoriel complexe.

Proposition 24. Soit g une algébre de Lie réelle de dimension finie et gc sa complexifiée.
Donc, le crochet de Lie sur g posséde une unique extension a ge qui fait de gc une algébre
de Lie complexe. L’algébre de Lie complexe gc est appelée complexification de ’algébre
de Lie réelle g.

Démonstration. L’unicité de 'extension est évidente puisque si le crochet de Lie sur gc
doit étre bilinéaire, alors il doit étre donnée par

X, 40X, Y + iVs] = ([X1, Xa] — [Xo, Ya]) + i ([ X1, Ya] + [X2, Vi) (2.16)

Pour montrer I'existence, on doit savoir vérifier que la relation est réellement
bilinéaire et antisymétrique et satisfait 'identité de Jacobi. Il est clair (faire cela en
TDs) que la relation est bilinéaire réelle et antisymétrique. L’anti-symétrie signifie
que si la relation est linéaire complexe par rapport au premier facteur alors elle
est aussi linéaire complexe par rapport au second facteur. Donc, on a besoin seulement

de montrer que
[i( X1 +iX5), Y] +iYs] =i [ Xy 4+ i Xy, Y] + Y5 (2.17)

Le premier membre de (2.17)) est égale &
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[=Xo +i X0, Vi +4Ya] = (=X, Vi) = [X4, Ya]) +i([Xy, 1] = [X5, Y3),
tandis que le second membre de (2.17) vaut

i ([X1, Y] = [ Xy, Y] )+i([ X, Yi]+[ X0, Y] ) } = (—[Xo, Yi]—[Xq, Yo ) +i([ X1, V1| —[ X, Y2)),

et ces deux expressions sont égales. Il reste a vérifier 'identité de Jacobi. Cet identité
est vérifice si X, Y et Z sont dans g. En plus, pour tous X, Y, 7 € g¢, 'expression

XY 2N+ Y (2, X + 2, X Y]]

est complexe linéaire en X avec Y et Z fixés. Donc, 'identité de Jacobi continue d’étre
vérifiée si X € gc avec Y et Z dans g. Le méme argument montre que 'identité de
Jacobi est vérifice quand X et Y dans gc et Z dans g. En continuant a appliquer cet
argument, on voit que 'identité de Jacobi est satisfaite pour gc en général. O

Proposition 25. Les algébres de Lie gl(n,C), sl(n,C), so(n,C) et sp(n,C) sont des
algébres de Lie complexes. On a donc les isomorphismes d’algébres de Lie complexes
suivantes

gl(n,R)c = gl(n,C)
u(n)c = gl(n, C)
sl(n,R)c = sl(n,C)
so(n,R so(n,C)
sp(n,R)c = sp(n,C)
sp(n)c = sp(n, C)

~

C

)
)

Démonstration. A Dlaide des calculs faits dans les sections précédentes, on peut voir
que les algébres de Lie spécifiées sont des sous algébres complexes de gl(n,C) et par
conséquent sont des algébres de Lie complexes. Maintenant, gl(n,C) est lespace de
toutes les matrices n X n complexes tandis que gl(n,R) est I'espace de toutes les matrices
n x n réelles. Clairement, donc, tout X € gl(n,C) peut s’écrire d’une fagon unique
sous la forme X; + iX, avec X, Xy € gl(n,R). Ceci donne un isomorphisme entre les
espaces vectoriels complexes gl(n,R)c et gl(n,C) et il est facile de vérifier que ¢’est un
isomorphisme d’algébre de Lie.
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D’autre part, u(n) est I'espace de toutes les matrices complexes n x n antisymétriques

auto-adjointes (i.e, X* = —X). Mais si X est toute matrice n x n complexe, alors on a
X-X X+X*
X = + il
2 2
X -X —iX) — (1X)*
_ XX -0

X -X* X+ X
— R — +7/ _
2 21

Donc X peut étre écrit comme une matrice antisymétrique plus ¢ fois une matrice
antisymeétrique et cette décomposition est unique. Donc, toute matrice X € gl(n,C) =
M,,(C) peut étre écrit d’une fagon unique comme X; +iXs avec X1, Xy € u(n) tels que
X - X X+ X"
Xi=—F75—, Xo=—71—.
2 21

Il s’ensuit que u(n)c = gl(n,C). La vérification des autres isomorphismes est similaire
(Faire cela en TD). O

Proposition 26. Soit g une algébre de Lie réelle, gc sa complexifiée et b une algébre
de Lie complexe arbitraire. Alors tout homomorphisme d’algébre de Lie réelle g — b
s’étend d’une fagon unique & un homomorphisme d’algébre de Lie complere gc — b.

Ce résultat est une propriété universelle de la complexification d’une algébre de Lie
réelle.

Démonstration. L’unicité de I'extension est donnée par
(X +1iY) =m(X) +in(Y)

pour tous X,Y € g. On peut vérifier que cette application est un homomorphisme
d’algébres de Lie complexes. O]

2.13 Exemple: sl(2,C) est la complexifiée de su(2)
L’algébre de Lie réelle su(2) est engendrée par les matrices suivantes
0 4 0 -1 i 0
= (o) =) k=0 0)
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On tensorise 'espace vectoriel su(2) sur R par C comme suit
su(2)c = su(2) ®g C.
Comme {I, J, K} est une base de su(2) sur R, on obtient

Oél—i-i()ég 514—7;52
= . . taq, o, B, Ba, 71,72 € R
{(71‘”72 —al—zag) 1, 02, B1, B2, 71,72 }

(AR
= sl(2,C).
Ainsi, on a complexifié¢ su(2), c’est a dire,
s[(2,C) = su(2) + isu(2)
et les matrices de bases de sl(2,C) sont
(00 (Y)Y
Ou bien, on peut le voir comme suit.

L’algébre de Lie réelle su(2) est engendrée par les matrices suivantes

0 4 0 -1 i 0
“1:<fz 0)’ “2:(1 0)’ “3:<o —z')'
Ces matrices de base sont liées aux matrices de Pauli o1, 09 et o3 et sont donc
U1l :l'O'l, Uo = —iUQ, U3:i03.
Ces matrices constituent une représentation des quaternions parce que
U1UT = UU2 = UZU3 = -1

UjUy = Uz, UU3z = U1, UU] = U

UgU1 = —U3, UU2 = —U1, UIUI = —U2
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avec [ = ((1) (1)) Les crochets sont

[ur, ug] = 2usz, [ug,us] = 2uy, |uz,uy] = 2us.
On passe a la complexification de su(2) en prenant
sl(2,C) = su(2) + isu(2).
Donc, I'algébre de Lie complexe s[(2,C) est engendrée par les matrices suivantes

1 1 , 1 .
szug, X:Z(ul—zw), Y:Z(’U/l—'—ZUQ).

C’est, a dire les matrices
1 0 0 1 00
i=(o %) x=(00) =1 0):

2.14 Application exponentielle

Définition 28. 5i G est un groupe de Lie matriciel d’algebre de Lie g, alors l’application
exponentielle pour G est ['application

exp:g— G.

Cela signifie que 'application exponentielle pour G est ’exponentielle d’une matrice
restreinte a ’algeébre de Lie g de G. On a montré que toute matrice dans GL(n, C) est
une exponentielle d’une certaine matrice n x n. Par contre, si G C GL(n,C) est un sous
groupe fermé, il peut exister une matrice A dans G telle qu’il n’existe pas de X dans
lalgébre de Lie g de G avec exp X = A.

Exemple 5. Il n’eziste pas de matrice X € sl(2,C) avec

x (-1 1
“= (0 )

alors que la matrice <_01 _11) est un €lément de SL(2,C).
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En général, I'application exponentielle ne réalise pas une correspondance biunivoque.
Elle procure un mécanisme crucial de passage d’information entre le groupe de Lie
et lalgébre de Lie. Par contre, 'application exponentielle réalise localement une
correspondance biunivoque comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 10. Soit G un groupe de Lie matriciel et son algébre de Lie associée g.
Alors il existe un voisinage U de zero dans g et un voisinage V de I dans G tel que
Uapplication exponentielle envoie U homéomorphiquement sur V.

Définition 29. St U et V sont dans la situation du théoréme , alors l'application inverse
exp ! :V — g est appelée logarithme pur G

Corollaire 1. Si G est un groupe de Lie matriciel conneze, alors tout élément A de G
peut étre écrit sous la forme suivante

A=e%eX2 e pour certains Xi,...,X, € g.

Il est important de signaler la terminologie ancienne qui est toujours utilisée souvent
en physique. La notion de générateur infinitésimal X du groupe G est synonyme de
I’élément X € g. Chaque générateur infinitésimal X engendre le sous-groupe a un
paramétre t — exptX de G.

Le théoréme suivant montre qu’un morphisme de groupes linéaires connexes est
entierement déterminé par sa différentielle en 'identité. C’est ce résultat remarquable
qui nous permettra de ramener I'étude des représentations de dimension finie d’un tel
groupe a celles de son algébre de Lie.

Théoréme 11. Soit f : G — H un morphisme différentiable entre groupes linéaires.
Soit ¢ = df|1q la différentielle de f en 1d. Alors ¢ : g — b est un morphisme d’algébres
de Lie et

flexp(X)) = exp(6(X)), VX €g.
Démonstration. Montrons que f(exp(X)) = exp(¢(X)). Posons a(s) = f(exp sX).

d

Ea(s) = % (exp(s +1)X) |t=0

d
= %f (exp s.X exp t.X) |10
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et puisque f est un morphisme de groupes, on obtient

d d
%a(s) = f(expsX) af(eXth)’t:O

= a(s)p(X).

Ceci montre que a(s) vérifie ’équation différentielle a'(s) = a(s)¢(X) avec la condition
initiale a(0) = Id. La résolution de cette equation différentielle montre que a(s) =
exp(sp(X)). En particulier, on a f(exp(X)) = exp(¢(X)). Montrons enfin que ¢ est
un morphisme d’algebres de Lie, c’est a dire que pour tous X,Y € g, on a ¢([X,Y]) =
[6(X),6(Y)]. On part de 'équation

f(exptX expsY exp—tX) = exptop(X)expso(Y)exp —top(X) (2.18)

qu’on dérive par rapport a s et que I’on évalue en s = 0. D’une part, le premier membre
de donne

%f (exptXexpsY exp—tX),_, = ¢ (exp(tX)Y exp(—tX)). (2.19)

En dérivant le second membre de I'expression (2.19) par rapport a ¢ et en évaluant en
t = 0, on obtient

d
S0 Exp(EX)Y exp(—tX)) = (XY =Y X) =6(X,Y]).  (220)
D’autre part, le second membre de donne

%(eXp(t¢(X))eXp(8¢(Y))eXp(—t¢(X)))s:oIeXp(t¢(X))¢( )exp(—t¢(X))  (2.21)

En dérivant le second membre de I'expression (2.21) par rapport a t et en évaluant en
t = 0, on obtient

%(exp(w(XW( )exp(=td(X)))my = H(X)O(Y) + o(Y)(=0(X))

On voit enfin que

d
5 (@xp(to(X))o(Y) exp(—t4(X))) oo = [#(X), 6(Y)] (2.22)
Le resultat s’ensuit en comparant les expressions et (2.22). O

Définition 30. Un morphisme différentiable f : G — H est localement bijectif si ¢ =

dfiq est un isomorphisme entre les algébres de Lie g et b des groupes de Lie respectifs G
et H.
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2.15 Exercices

1. Ecrire explicitement, la forme générale d’une matrice réelle 4 x 4 dans so(3,1).

2. Montrer que les matrices suivantes forment une base de I’algébre de Lie su(2):

1/ 0 170 1 1/0 4
EIE(O _Z>7 E2§<_1 0)7 E3§(Z O)?

Calculer les crochets [E1, Esl, [Es, E3] et [E3, Eq]. Montrer qu’il existe une application
linéaire inversible ¢ : su(2) — R? telle que

([ X,Y]) = o(X)A@(Y) VXY € su(2)
avec " A7 qui indique le produit vectoriel sur R3.

3. Soit G un groupe de Lie matriciel et g son algébre de Lie associée. Soit A(t) une
courbe différentiable dans G avec A(0) = I. Soit X = 4|,_oA(t). Montrer que
X eg.

On note que ceci montre que 'algébre de Lie g coincide avec ce qu’on appelle
I’espace tangent en l'identité dans le langage des variétés différentielles.

4. Montrer que les algébres de Lie su(2) et s[(2, R) ne sont pas isomorphes tandis que
su(2)c = sl(2,R)c.

5. On considére une algebre de Lie g munie de la base {e1, e, e3} ayant les crochets
non nuls suivants

le1, €3] = aey + bea, |ea, e3] = cey + dey

avec

ad —bc #0, a®+d* + 2bc # 0.

(i) Calculer adyx pour X = X'e; + X?ey + X3e;.
(i) Calculer tr(adx)?. Quand est-ce que tr(ady)? = 07

6. Soient n un entier > 2. On note g le sous-espace vectoriel complexe de gl(n+1,C)

formée des matrices
X v
(X7 U) - ( 0 O)

ot X parcourt sl(n,C) et le vecteur v parcourt C".
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(i) Montrer que g est une sous algébre de Lie de gl(n + 1,C).
(ii) On note j = {(0,v) :v € C*} et h = {(X,0) : X €sl(n,C)}.
(a) Montrer que j est un idéal de g et qu’il est abélien

(b) Montrer que b est une sous algébre de Lie de g mais n’est pas un idéal.

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 73



Chapitre 3

Théorie de base de représentations des
groupes de Lie

Si une représentation II est une représentation fidéle d'un groupe de Lie matriciel G,
alors {II(A) : A € G} est un groupe de matrices qui est isomorphe au groupe original G.
Donc II nous permet de représenter G comme le groupe de matrices. Ceci constitue notre
motivation du terme "représentation". Bien sur, on continuera & parler de représentation
IT méme dans le cas ou II n’est pas fidéle.

Bien que nous n’allons pas exploiter en détails tous les aspects, notre motivation
dans ce chapitre suit les axes importants suivants.

1. Comprendre les symétries continues: Les groupes de Lie formalisent les symétries
continues (rotations, translations, transformations de jauge). La théorie des représentations
permet de répondre a la question centrale suivante. Comment une symétrie agit-
elle concrétement sur des espaces vectoriels, des fonctions ou des états physiques?
Autrement dit, on passe d’une structure abstraite a des objets calculables.

2. Relier algébre, géométrie et analyse: La théorie des représentations est un carrefour
disciplinaire:

e Algébre: algébres de Lie, modules, poids, racines
e (GGéométrie: actions de groupes, fibrés homogénes, orbites coadjointes

e Analyse: opérateurs différentiels invariants, décomposition spectrale

Elle fournit un langage commun pour comprendre pourquoi ces domaines se répondent,
naturellement.
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3. Outils fondamental en physique mathématique: En mécanique quantique et théorie
quantique des champs:

e les états sont des vecteurs dans des représentations,
e les observables sont liées aux générateurs de l'algébre de Lie,

e les particules sont classifiées par des représentations irréductibles

Ainsi, la théorie des représentations donne la clé mathématique de la classification
des phénomeénes physiques.

4. Classifier et simplifier des problémes complexes: La décomposition en représentations
irréductibles permet:

e de réduire des problémes compliqués en blocs ¢lémentaires,
e d’expliquer des phenomeénes de dégénérescence ou d’invariance,

e de rendre visibles des structures cachées

La théorie des représentations est un outils de simplification conceptuelle extrémement
puissant.

3.1 Représentations

On considére V' un espace vectoriel complexe de dimension finie (dim(V') > 1) et GL(V)
I'espace de toutes les transformations linéaires inversibles de V.

Définition 31. Soit G un groupe de Lie matriciel. Une représentation complexe de
dimension finie de G est un homomorphisme de groupe de Lie

IT:G— GL(V).

Une représentation réelle de dimension finie de G est un homomorphisme de groupe de
Lie 11 : G — GL(V) avec V' un espace vectoriel réel de dimension finie.

Si g est une algébre de Lie réelle ou complexe, alors une représentation complexe de
dimension finie est un homomorphisme

m:g—gl(V)
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avec V un espace vectoriel complexe. Si g est une algébre de Lie réelle, alors une
représentation réelle de dimension finie de g est un homomorphisme d’algébre de Lie

m:g— gl(V).

Notation: On notera (V,II) ou (V, ) la représentation du groupe de Lie et de 1’algébre
de Lie respectivement.

Si une représentation IT ou 7 est un homomorphisme biunivoque, alors la représentation
est appelée fidéle.

On peut penser qu’'une représentation est vue comme une action linéaire d’un groupe
de Lie ou d’une algébre de Lie sur un espace vectoriel (puisque dire pour tout g € g, il
existe un opérateur associé II(g) qui agit sur espace vectoriel V).

Définition 32. Soit Il une représentation réelle ou complexe de dimension finie d’un
groupe de Lie matriciel G, agissant sur un espace vectoriel V. Un sous espace W de V
est appelé invariant si II(A)w € W pour tout w € W et pour tout A € G.
Un sous espace invariant W est appelé non trivial si W # {0} et W £V,
Une représentation sans aucun sous espace invariant non trivial est appelé irréductible

Les termes invariant, non trivial et irréductible sont définies de facon analogue
pour les représentations d’algébre de Lie.

Définition 33. Soit G un groupe de Lie matriciel et soit 11 une représentation de G
agissant sur l'espace V et soit ¥ une représentation de G agissant sur ['espace W.
Une application linéaire ¢ : V. — W est appelé un opérateur d’entrelacement de
représentations si

o(II(A)v) = X(A)p(v)  pour tout A € G, veV. (3.1)

Une propriété analogue définit un opérateur d’entrelacement de représentations d’algébre
de Lie.
Si ¢ est un opérateur d’entrelacement de représentations et si en plus ¢ est inversible,
alors ¢ est appelé isomorphisme de représentations. Si il existe un isomorphisme entre
les espaces V' et W, alors les représentations sont dites isomorphes.

Si nous considérons la représentation vue comme action, alors la propriété d’entrelacement

(3.1) sera notée
o(Av) = Agp(v), pourtout A€ G, wveV (3.2)
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Ceci dit que ¢ peut commuter avec ’action de G.

N.B: Un probléme typique dans la théorie des représentations est de
déterminer a un isomorphisme prés, toutes les représentations irréductibles
d’un groupe de Lie ou d’une algébre de Lie.

On sait qu’on peut identifier GL(V) avec GL(n,R) ou GL(n,C), le théoréme ([2.13)

a comme conséquence la proposition qui suit.

Proposition 27. Soit G un groupe de Lie et son algebre de Lie associée g et soit I1 la
représentation (complexe ou réelle de dimension finie) de G agissant sur un espace V.
Il existe un unique représentation m de g agissant sur le méme espace V' telle que

(e®) = ™) pour tous X € g.

La représentation m peut étre calculée

d
— () |i=o

T(X) = G

et satisfait la relation
T(AXA™") = H(A)7(X)I(A)™!
pour tout X € g et pour tout A € G.

Pour un groupe de Lie et son algebre de Lie associée, on peut dire que toute
représentation 7 de g provient d’une représentation Il de G. Mais cela n’est vraie que
si G est simplement connexe.

3.2 Exemples fondamentaux

3.2.1 Représentation standard

Soit G un groupe de Lie est par définition un sous espace de GL(n,C). L’application
d’inclusion IT : G — GL(n,C) : A — II(A) = A est une représentation de G appelée
représentation standard de G.

Si G est inclus dans GL(n,R) C GL(n, C), alors on peut penser que la représentation
standard est une représentation réelle. On peut donner les exemples suivants
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1. La représentation standard de SO(3) est 'une dans laquelle SO(3) agit dans le
sens usuel sur R?. En d’autre termes, l'action est définie par

g.v = gu.
Cette action définit une représentation de SO(3) sur R3.

2. Lareprésentation standard de SU(2) est I'une dans laquelle SU(2) agit dans le sens
usuel sur C?

3. De méme si g C M,,(C) est une algébre de Lie de matrices, I'application (X ) = X
est appelée représentation standard de g.

4. Action d’un groupe de Lie sur les fonctions (exemple géométrique): Soit (M, g)
une variété Riemannienne, et soit G un groupe de Lie agissant par isométries sur
M. Cette action encode une symétrie géométrique globale de ’espace. Le groupe
G agit naturellement sur 'espace C*°(M) des fonctions lisses par

(9-N)x)=flg " a), geG, feC®M).

Le passage infinitésimal: A I'algébre de Lie correspond une action infinitésimal par
champs de vecteurs de Killing:

Xeg— Lxf.

Les opérateurs géométriques naturels (par ex. Laplacien) commutent avec 'action
de G. Par conséquent, I'espace C*°(M) ou L*(M) se décompose en somme (ou
intégrale directe) de représentations irréductibles de G.

Cet exemple montre que:
e une symétrie géométrique se traduit en une action explicite sur des espaces
de fonctions,
e les générateurs infinitésimaux deviennent des opérateurs différentiels,

e la théorie des représentations fournit le cadre naturel pour analyser le spectre
et les invariants géométriques.
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3.2.2 Représentation triviale

On considére 'espace vectoriel C de dimension une. Pour tout groupe de Lie matriciel
G, on peut définir 'application

II:G— GL(1,C) : A~ II(A) =1, pourtout Ae G
et c’est une représentation triviale.
(C’est une représentation irréductible puisque C n’a aucun sous espace invariant non

trivial. Si g est une algébre de Lie, alors on peut définir une représentation triviale de g
c’est & dire 7 : g — gl(1,C) par

7(X) =0 pour tout X € g.

Ceci est une représentation irréductible.

3.2.3 Représentation adjointe

Définition 34. Si G est un groupe de Lie matriciel avec son algébre de Lie g, la
représentation adjointe de G est lapplication Ad : G — GL(g) donnée par A — Adj.
C’est a dire, on a

Ada(X)=AXA' VAedG, Xeg.

De facon similaire, la représentation adjointe de ['algeébre de Lie de dimension finie g
est lapplication ad : g — gl(g) donnée par X — ady. C’est a dire, on a

ady (V) = [X,Y].

3.3 Représentations de SU(2) et de son algébre de Lie
su(2)

Soit V,,, I'espace des polynémes homogenes de deux variables de degré m. Pour U €
SU(2), on définit une transformation linéaire II,,(U) sur 'espace V,, par la formule

1L, (U)f](2) = f(U'2), ze€C2 (3.3)

Donc 11, est une représentation de U € SU(2) sur V,,,i.e, ¢’est un homomorphisme de
groupe de Lie
II,, : SU(2) — GL(V,,) : U — 11, (U).
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Les éléments f de V,, prennent la forme
m
_ m m—1 m—2_2 m m—k _k 3 4
f(z1,20) = aoz" + a127" " zo + a2 "z + ... Fapzyt = Y apz]t "z (3.4)
k=0

avec z = (21,22) et 21,22 € C et les a; des nombres complexes arbitraires constants,
pour lesquels on voit que dim(V;,) =m + 1.

La matrice U = (g _566) ,a, 8 € C tels que |a|* + [8]* = 1 a pour inverse la matrice
Ut= ( @ g) ,a, 3 € C. Ainsi, on calcule que

—p
L (U)f(2) = f(U'2) = f(az1 + Bz, — P21 + az).

Donc, f(az, + Bz, —fB21 + azp) est un polynéme homogéne & coefficients complexes de
deux variables.

Explicitement, si f est de la forme (3.4) et U = (511 512) € SU(2), alors on a
21 U
M (U)f](21,22) = D ar (Uites + Utea) ™ (Ugten + Ug'z) (3.5)
k=0

Il faut comprendre qu’ici les U, U, Usy' et Uy, représentent les entrées de la matrice
inverse Ut de U.

En développant le second membre de (3.5)), nous voyons que IL,(U)f est aussi un
polynéme homogéne de degré m. Donc I1,,(U) est une application de V;, dans V,,.
Pour voir que II,, est une représentation, on calcule donc

I (UN)[ILn (U2) f1(2) = [[(Ua) f1(U; ' 2)
= f(Uy'U %)
= IL,(U:10) f(2).

Donc II,, est une représentation complexe de dimension finie de SU(2). L’inverse
dans la définition (3.3]) est nécessaire pour que II,, soit une représentation.

Maintenant, il est question de calculer la représentation de lalgébre de Lie su(2)
associée a SU(2).
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Ainsi, on a par formule que
d
T (X) = %’ﬁOHm(etX)

Donc, on obtient

d

(Mn (X)) = S 2o

Soit donc z(t) = (z1(t), 22(t)) une courbe dans C? définie par 2(t) = e ™z telle que
2(0) = z. Par la loi de la chaine, on obtient
T 0z dt "0 Oz at TV

Puisque dz—(tt)!tzo = —Xz pour X = (?; ﬁ;i) € su(2) et

Xy — —Xn —Xi 1Y) — X121 — X1229
—X9 —Xo ) —Xo121 — X920 )7

0
T (X) f = —a—Zfl(anl + X1229)

T (X) f

alors on obtient

0
— 7f<X2121 + XQQZQ). (36)
2

Ou bien pour calculer la représentation de ’algébre de Lie su(2) associée
a SU(2) on peut utiliser ce qui suit:

Soit
x>(§1£36w@
et posons
2(t) = X = (ig; ZE?)) esu(2),t eR.
On a

2(0)=1I1d, 2'(0)=X, cestadire d(0)=Xp, U(0)=Xpn, d0)=2Xy, d0)=Xn.

On a donc

(T (X) )21, 22) =
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Sachant que
e e = £ (80 ) (2)) = fd0e = ey et + ator),
on calcule que
(X)) = oo (1)~ blE)za, —c(t)z + a(t))).

0 0
- (XQQZl - X12Z2) 8_;1(217 22) + (—X2121 + X1122) 8_,52

Donc on a

(M (X)f) = (X2221 — X1220) g—zfl(zl, 29) + (= Xo121 + X1122) g—i (3.7)

En considérant que pour Palgébre de Lie su(2), on doit avoir la trace nulle, ¢’est a dire
X117 = — X9, les résultats obtenus en et décrivant 'action 7,,(X) de l'algébre
de Lie su(2) sur V,, sont égaux. La représentation de l'algébre de Lie su(2) sur V,, est
donnée par

0 0
Wm(X) = —(X1121 + Xlgzg)— — (X212'1 + X2222>—; VX € SU(Q). (38)

821 822
Maintenant, par la proposition toute représentation complexe de dimension finie de
'algébre de Lie su(2) s’étend d’une fagon unique en une représentation linéaire complexe

de la complexifiée de su(2), i.e,
s1(2,C) = su(2)c.

En d’autres termes, la représentation m, de su(2) s’étend en une représentation de
sl(2, C) que nous notons également 7,,,. Cette extension est donnée par la méme formule
mais avec X € sl(2,C).

Si X,Y et H sont des éléments de base de sl(2,C):

1 0 0 1 00
#=( )=o) v-(0)
En appliquant la formule (3.6)), on obtient

0 0
7Tm<H) = —218—21 + 228_22
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0
Wm(X) = —Zga—Zl

0
Wm(Y) = —Zla—z2.

C’est donc une représentation de l'algébre de Lie sl(2,C) sur le méme espace vectoriel
Vin, 1.6, ’homomorphisme d’algeébre de Lie

Tm 2 81(2,C) — gl(Vin) : X = mn(X).
En appliquant, ces opérateurs aux éléments de base 2" 25 de V,,,, on obtient

WWL(H)(,Z{”_'“ZQ“) =(—m+ Qk)zin_kzg

m—k

Donc 2" "z% est un vecteur propre de ,,(H) de valeur propre (—m+2k). En particulier,
mm(H) est diagonalisable.

T (X) (21" 25) = (—m — k)"l

T (V) (7 2E) = ka4

On constate par contre que 7,(X) et m,(Y) ont pour effet de monter ou de diminuer
de 1 le degré de z;. On note que puisque, 7,,(X) monte la valeur de k, cet opérateur
monte la valeur propre de 7,,(H) de deux tandis que m,,(Y) diminue la valeur propre
de m,,(H) de deux.

Proposition 28. La représentation m,, est une représentation irréductible de sl(2,C).

Soitt W un sous-espace invariant de m, non réduit a zero. La restriction a W de
'opérateur ,,(H) admet au moins une valeur propre. Par suite I'un des vecteurs propres
f; appartient & W. En faisant agir m,,(X) et m,,(Y") sur ce vecteur, on montre que tous
les vecteurs f; appartiennent & W. Donc W = V,,.

Démonstration. On doit montrer que tout sous espace non nul invariant W de V,, est
égal a V,,,. Soit W un tel espace. Puisque W est non nul, il existe un élément w € W.
Un tel élément peut étre écrit

2.2

W= apz + a2 2 4 a2 2 4 Az

avec au mois un des coefficients a; non nul. Soit kg la plus petite valeur de k telle que

ay # 0 et considérons
T (X)) ™ R0,
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On a vu que 7,(X) augmente le degré de 2o d’une unité, donc 7, (X)™ %0 va
annuler tous les termes dans w sauf pour le terme akoz{"_kozgo. De I'autre coté, puisque
T (X) (2% 25) est nul uniquement si k& = m, on voit que 7, (X)™ 0w est un multiple
non nul de z3*. Puisque W est supposé invariant, W doit contenir ce multiple de 2" et

donc 23" lui-méme. Donc, pour 0 < k < m, il s’ensuit (partant de l'action de m,,(Y))

que T, (Y)*25" est un multiple non nul de zF20*"*. Par conséquent, W doit contenir
z’fzgn_k pour tous 0 < k < m. Puisque ces éléments forment une base de V,,, on voit
que finalement W = V,,,. O

ure ci- us nou r ui ur Y ri mplex
La figure ci-dessous nous parle ce se passe sur Vg I'espace vectoriel complexe des
polynomes homogénes de degré 6 a deux variables z; et 2s.

o o e o0 ®©o @&
6 C L4z% A 4 22
2 3% 3% Ax E% 77
;féewfei ) ,
en boudy mopied /v'mz’{j/ﬂf Y Ty pon picdd [powr
wedpn I dwd (i
7 Y p 94 . 147 L)
R %’MWWL 7]6_()() a4 M ARl bm, w/fj/xe

3.4 Représentations linéaires du groupe SO(3) et de
son algébre de Lie s0(3)

On définit une représentation I du groupe de Lie SO(3) dans 'espace des fonctions sur
R3 par la formule usuelle

(g).f(z) = f(g " x)
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avec = (11,9, 3) € R3. On peut voir que (a 'image de ce qu’on a fait dans la section
précédente) que c’est une représentation de SO(3) dans C*(R3 R). Dans cette section,
nous montrons que la représentation de son algébre de Lie so0(3) sur le méme espace
provient de la représentation II.

[’algébre de Lie so(3) est donnée par

s0(3) = {X€gl3R)|X'+X =0}

0 -2z 2
= (M(x,y,2z) =1 2z 0 —2z|,x,y,z€R
-2y 2z 0
et sa base est donnée par les matrices
0 0 O 0 0 2 0 -2 0
I=100 -2, J=10 0O0)], K={(2 0 O
02 0 -2 00 0 0 0

vérifiant les relations de commutations suivantes
I,J|=K, [JJK|=1I, [K,I]=./J.

Soit M = M(z,y,z) dans so(3) et soit c¢(t) une courbe C' dans SO(3) telle que
c(0) = Idgs et C'(0) = M. On pose alors

cn(t) cift) cs(?)
c(t) = (cij(D)h<iges = | ca(t) ca(t) cs(t) | € SO(3).
Cgl(t) ng(t) ng(t)
On a alors pour toute fonction f € C°(R? C) et tout x = (21, 29, 23) € R3,
(I(c(t).)(@) = fle(t)"'z) = fle(t)'z)
car dans SO(3) on a c(t)™' = ¢(t)". On peut 'écrire encore en termes d’action par

(c(t).-f)(@) = fle(t).z) = f(c(t)".2)

Ce qui donne dans le second membre

f(Cll (t)xl +621 (t)(Eg -+ C31 (t)[lf37 C12(t)$1 +622 (t)ZUQ +632 (t)[Eg, Clg(t)(B1 + ng(t)ﬂfz —|—033 (t)xg).
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On dérive par rapport a ¢, et on évalue en t = 0 pour calculer 'action de s0(3), c’est a
dire,m(M) f)(x) ou (M.f)(x). Ce qui donne

d of d of d
£|t:0f(c(t)t.§) = a f dt‘t O(Cll(t)l'l + Co1 (t)l’g -+ C31 (t) ) af dt |t O(Clg(t).%l + CQQ(t).TQ —+ ng(t)&
of d
+ af dt|t o(c13(t)xy + cos(t) e + c33(t)xs)
_ _ of oaf N of
= (2219 — 2yx3) o + (—2zx1 + 2x23) s + (2yxy — 2wx9) Des

0 0 0
- <(2zx2 — 2yzx3) pr + (—2zz1 + 27x3) 52 + (2yx; — 2z29) 8_:B3) S(x).

Ainsi, on obtient

(m(M) f)(z) = ((22:1:2 — 2yx3) ({%1 + (—2zx1 + 2xx3) aiz + (2yzy — 2279) 823) S(z).

Ce qui montre que la représentation de s0(3) sur I'espace C*(R3, C) est donnée par

9, 9, 9,
w(M) = (2229 — 2yx3) o0 + (—2zx + 2x23) 92 + (2yxy — 2229) — orn

L’algébre de Lie s0(3) agit donc dans C*°(R3, C) par des opérateurs différentiels de degreé
1 & coefficients constants. Notons ¢ cette représentation de so0(3) dans C*(R? C). En
particulier, on a

0 0
¢(I) = 21’38—1‘2 — 2$28$3
0 0
¢(J) = —21'38—1:1 + 2.1'1 ax3
0 0
Qb(K) = 2:1,’2 axl — 2371 ax2

3.5 Représentations unitaires du groupe d’Heisenberg
réel

Considérons le groupe d’Heisenberg

b
H= c a,b,ceR
1

o O =
O =
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Maintenant, considérons une constante réelle non nulle que nous appelons h. Pour
h € R — {0}, on définit un opérateur unitaire IT;, sur L*(R, dz) par

b
11, c| f=eMehe gy —a). (3.9)
1

o O =
O = Q

Il est clair que la norme du second membre de (3.9) est la méme que celle de f, donc 11,
est par conséquent unitaire.
Maintenant, on calcule

1 a b 1 ab o -
Hh 01 ¢ Hh 01 ¢ f — e—zhbezhcmf(l, . a)e—zhbezﬁc(x—a)f(x — - CL)
0 01 0 01

— R (4 a)

Cette application A — TI;(A) est un homomorphisme du groupe d’Heisenberg dans
U(L*(R)). cette application est continue et donc IIj, est une représentation du groupe
d’Heisenberg H. On note qu’un opérateur unitaire I1,(A) consiste en premier lieu en
la translation de f puis en la multiplication de f par la fonction e”“* et enfin en la
multiplication de la fonction f par la constante e~

Multiplier f par la fonction e’ a pour effet de translater la transformée de Fourier
de f ou dans le langage physique, il a pour effet de translater la fonction f dans ’espace
des impulsions. Maintenant, si U; est la translation ordinaire et U, est la translation de
la transformée de Fourier (i.e, Uy = multiplication par e*), alors U; et U, ne commute
pas mais U;U,U; U, est simplement la multiplication par une constante de valeur
absolue 1.

Donc {II;,(A)|A € H} est un groupe d’opérateurs sur L*(R) engendré par les translations
ordinaires et les translations dans l'espace de Fourier. C’est une représentation du
groupe d’Heisenberg qui motive son nom. On peut montrer que pour i € R — {0}
la représentation II; est une représentation unitaire irréductible (Nous n’allons pas le
montrer dans ce cours, mais cela nécessite la connaissance de la théorie standard de la
transformée de Fourier. On peut visiter la référence de W.Rudin, Real and Complex
Analysis. Theorem 9.17 pour plus d’informations).
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3.6 Représentations irréductibles de su(2)

Dans cette section, on calcule (& une équivalence prés) toutes les représentations irréductibles
complexes de dimension finie de l'algébre de Lie su(2). Ce calcul est important pour
plusieurs raisons.

e Premiérement, 1'algébre de Lie su(2) est isomorphe a so(3) et les représentations
de su(2) ont une signification physique.(Les calculs qu’on fait ici se retrouvent dans
des livres standard de mécanique quantique sous la rubrique "moment angulaire"),

e En second lieu, la théorie de représentations de su(2) est un exemple ultime
de la facon dont on utilise les relations de commutation pour déterminer les
représentations d’une algeébre de Lie

e En troisiéme lieu, pour déterminer les représentations d’une algébre de Lie semi-
simple, on utilise explicitement la théorie de représentation de su(2).

Maintenant, toute représentation complexe 7 de dimension finie de su(2) s’étend en
une représentation linéaire complexe (notée également 7) de la complexifiée si(2,C) de
I'algébre de Lie su(2).

Proposition 29. Soit ™ une représentation compleze de su(2), étendu & une représentation
linéaire compleze de sl(2,C). Donc 7 est irréductible en tant que représentation de su(2)
si et seulement si il est irréductible en tant que représentation de sl(2,C).

Démonstration. On suppose que 7 est une représentation complexe d’une algébre de Lie
(réelle) de l'algébre de Lie (réelle) su(2). agissant sur l'espace vectoriel complexe V.
Alors dire que 7 est irréductible signifie que V' ne posséde aucun sous espace complexe
invariant non trivial W C V' . Autrement dit, méme si su(2) est une algébre de Lie
réelle, quand on considére les représentations complexes, on est intéressé uniquement
par les sous espaces invariants complexes.

Maintenant, supposons que 7 est irréductible vu comme représentation de su(2). Si W
est un sous espace (complexe) de V' qui est invariant sous 'action de si(2,C), alors il
est certain que W est invariant sous l'action de su(2) C sl(2,C). Donc W = {0} ou
W = V. Donc 7 est une représentation irréductible de sl(2,C).

D’autre part, supposons que 7 est irréductible vu comme représentation de si(2,C) et
supposons que W est un sous espace (complexe) invariant de V' qui est invariant sous
I'action de su(2), alors 7 sera aussi invariant sous 'action de (X +:Y) = n(X) +in(Y),
pour tous X, Y € su(2). Puisque tout élément de si(2, C) peut écrit comme X + 7Y, on
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conclut qu’en fait W est invariant sous l'action de s/(2,C). Donc W = {0} ou W = V.
Donc 7 est une représentation irréductible de su(2). O

On voit donc que étudier les représentations irréductibles de su(2) est équivalent a
étudier les représentations irréductibles de sl(2,C). Passer a la complexification d’une
algébre de Lie rend facile les calculs.

Nous considérons la base suivante de sl(2,C):

10 0 1 00
=0 h) =G0 =00
qui qui ont des relations de commutations

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Si V' est un espace vectoriel (complexe de dimension finie) et A, B et C sont des
opérateurs sur V satisfaisant les relations de commutation

[A,B]=2B, [A,C]=-2C, [B,C]=A

alors a cause de ’anti-symétrie et de la bilinéarité du crochet de Lie, ’application linéaire
7 sl(2,C) — gl(V) satisfaisant

est une représentation de sl(2, C). On comprend qu’on peut trouver plusieurs représentation
de si(2,C).

Notre but est de montrer que toute représentation irréductible de dimension finie de
su(2) (ou sl(2,C)) comme dans 'exemple de la section

Pour rappel, dans cet exemple, ’espace V,, est engendré par les vecteurs
propres de 7,,(H) et les opérateurs m,,(X) et m,(Y) agissent en abaissant ou
en augmentant 2 le degré des vecteurs propres.

Théoréme 12. Pour tout entier m > 0, il existe une représentation irréductible de
sl(2,C) de dimension m + 1. Deuz représentations irréductibles de sl(2,C) de méme
dimension sont équivalentes. Si 7 est une représentation irréductible de sl(2,C) de
dimension m + 1, alors 7 est équivalente & la représentation décrite dans la section [3.5
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Démonstration. La preuve du théoréme [12] Soit 7 une représentation irréductible de
sl(2, C) agissant sur un espace vectoriel (complexe de dimension finie) V. Notre stratégie
consiste a diagonaliser I'opérateur m(H ). Le probléme est que a priori, on ne sait pas si
m(H) est diagonalisable. Mais, on sait qu;on travaille sur un corps algébriquement clos
des nombres complexes. Donc 7(H) doit avoir au moins un vecteur propre. O

Maintenant, nous introduisons un lemme crucial qui nous permet de développer une
structure similaire pour une représentation irréductible arbitraire de su(2) (ou sl(2,C)).
Ce lemme est la clef de la démonstration du théoréme.

Lemme 2. Soit u un vecteur propre de w(H) de valeur propre a € C. Alors, on a
7(H)m(X)u = (a4 2)m(X)u.

Done, soit m1(X)u = 0 ou soit 7(X)u est un vecteur propre de n(H) de valeur propre
a+ 2.

De méme,
T(H)n(Y)u = (a — 2)7(Y)u.
Done, soit m(Y)u = 0 ou soit m(Y)u est un vecteur propre de w(H) de valeur propre
o — 2.
Démonstration. On sait que [7(H),n(X)] = n[H, X]| = 27(X). Donc
*(H)x(X)u = 7(X)n(H)u -+ [x(H), 7(X)
= m(X)r(H)u+ 2r(X)u
= w(X)(au)+27(X)u car 7w(H)u=au
= (a+2)7(X)u.

En remplacant argument 7(X) par m(Y") on obtient le deuxiéme résultat. Il suffit de
voir que [1(H),n(Y)] = —27(Y). O

L’opérateur 7(H) doit avoir au moins un vecteur propre u (u # 0) de valeur propre
a € C. Par le lemme, on sait que

T(H)r(X)u = (a+2)7(X)u

et de fagon général,
7(H)m(X)"u = (o + 2n)m(X)" u.
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Ceci signifie que soit 7(X)"u = 0 ou encore 7(X)"u est un vecteur propre de w(H) de
valeur propre (a + 2n).

Maintenant, un opérateur sur un espace de dimension finie ne peut avoir qu’un nombre
fini de valeurs propres distinctes. Donc les 7(X)"u ne peuvent pas étre tous différent de
zero. Donc il existe un certain N > 0 tel que

m(X)Nu#0 mais 7(X)Vu = 0.
On définit ug = 7(X)Nu et A = a + 2N. Donc
m(H)ug = Mg mais 7(X)ug =0 car 7(X)ug = 7(X)7(X)"u = 7(X)"*u = 0.

(3.10)
Donc, on définit u = 7(Y)*uy pour k£ > 0. Par la deuxiéme partie du lemme, on a
m(H)up = (A — 2k)uy. (3.11)

Puisque 7(H) ne peut avoir qu'un nombre fini des valeurs propres, donc les vecteurs
propres uj ne peuvent pas étre tous non nuls.

Lemme 3. Avec les notations ci-haut, on a
m(X)ug = [kX — k(k — 1)]ug_q (k>1).
m(X)up = 0.
Démonstration. On procéde par induction sur k. Dans le cas de kK = 1, on note que
uy = m(X)uo.
En utilisant la relation de commutation [7(X), 7(Y)] = n(H), on a
(X)uy = w(X)w(V)ug = (w(¥)m(X) + [w(X), 7(Y)))uo
(X

= ((Y)m(X) +7(H))uo
= w(H)ug car 7w(X)up=0 par (3.10)

c’est a dire m(X)u; = Aup qui est le lemme dans le cas de k = 1.
Maintenant, par définition ugy; = 7(Y)us. En utilisant et I'induction, on obtient
(X)) ugsq (X)m(Y)ug
(r(Y)m(X) +7(H))ug
(Y)[EX — k(A = D)]ug—1 + (A — 2k)ug,
X —E(k—1) 4+ (A — 2k)|uy
(k+ DA — (k+ 1)kJug,

N

3

[
[
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d’ou le lemme.

Puisque 7(H) posséde un nombre fini de valeurs propres, les u; ne peuvent pas étre
tous non nuls. Donc, il doit y avoir un entier m > 0 tel que

w, = (Y )*ug # 0

pour tout k < m, mais
Upy1 = m(Y)™ uy = 0.

Si 41 = 0, alors certainement que 7(X)uy,11 = 0. Donc par le lemme 3] on a
0=m(X)upmy1 = [(m+ DA —m(m+ 1)]u, = (m+ 1)(A — m)u,.
Mais u,, # 0 et m+1 # 0 (puisque m > 0). Donc, dans le but d’avoir (m+1)(A —m)u,,

égale a 0, on doit avoir A = m.

Ainsi, étant donnée une représentation irréductible de dimension finie 7 de s((2, C),
agissant sur un espace vectoriel V', il existe un entier m > 0 et des vecteurs non nuls

Ug, - - -, Uy, tels que (en considérant que A = m), on a
m(H)ug = (m — 2k)uy, (3.12)
. Uk+1 si k<m

T(YV)u, = { 0 s k—m (3.13)

f [km—k(k—1D]ug—y si k>0
m(X)uy = { 0 gt (3.14)

Les vecteurs ug, . . . , u,, doivent étre linéairement indépendants puisque ils sont vecteurs

propres de m(H) de valeurs propres distincts. En plus, 'espace de dimension m + 1
engendré par les vecteurs ug, ..., u,, est explicitement invariant sous 'action de 7w (H),

m(X) et m(Y) et par conséquent sous I'action de w(Z) pour tout Z € sl(2,C). Puisque
7 est irréductible, cet espace doit étre tout ’espace V.

Nous avons montré que toute représentation irréductible de s[(2,C) est de la forme

(3.12), (3.13) et (3.14)). Inversement, si on définit w(H), 7(X) et 7(Y") par (3.12)), (3.13))
et (3.14) (avec uy des vecteurs de base de 'espace vectoriel V' de dimension finie), ces
opérateurs définis par(3.12)), (3.13) et (3.14)) satisfont les relations de commutation de

s((2,C).

Notes de Cours de Théorie des groupes: Master |

Page 92



Prof Aboubacar Nibirantiza Université du Burundi (IPA)

L’analyse précédente montre que toute représentation irréductible de dimension m-+1

doit avoir la forme (3.12), (3.13) et (3.14)), qui montre que deux telles représentations

sont isomorphes. Ainsi, la représentation m,, de dimension finie m + 1 décrite dans la
section [3.3] doit étre isomorphe a celle définie par les formules (3.12)).

Si 7 et my sont deux représentations irréductibles de dimension m+1 agissant sur les
espaces V; et V5, alors Vi posséde une base ug, . . ., u,, comme dans (3.12)), (3.13) et (3.14)
et V5 posséde une base similaire g, ..., %,. Donc, 'application ¢ : Vi — V5 @ uy — g
sera un isomorphisme de représentations.

En particulier, la représentation 7, de dimension m+1 décrite dans la section [3.3|doit
étre équivalent a (3.12)), (3.13)) et (3.14). Ceci peut étre vu explicitement en introduisant
la base suivante V,,

|
_ k(omy _ (_\k__ Tk mek
w= () = (CD et (k< m),
Alors par définition 7,,(Y)ur = upyq si K < m, on peut voir que 7, (Y)u,, = 0. On
peut voir aussi que m,(H)ur = (m — 2k)uy. La seule chose qui reste a vérifier est le
comportement de m,(X). Mais les calculs directes montrent que 'on a

T (X)ug = k(m — k 4+ Dug—y = [km — k(k — 1)]ug—1

comme souhaité. O

3.7 Exercices

1. Soit {Fy, Es, E5} la base usuelle de su(2) et {Fy, Fy, F3} celle de s0(3) comme on
I'a vu dans ce cours. Identifier su(2) avec R? en identifiant la base de su(2) avec
la base usuelle de R3. Considérer ad(E}),ad(FE,) et ad(Es) comme opérateur sur
su(2), par conséquent sur R3,

(i) Montrer que ad(E;) = F; aveci = 1,2,3. En particulier ad est un isomorphisme
d’algébre de Lie su(2) vers so(3).

(ii) Maintenant, considérer Ad : SU(2) — GL(SU(2)) = GL(3,R). Montrer que
I'image de Ad est précisément SO(3).
Montrer que Ker(Ad) = {I,—1}.
Montrer que Ad : SU(2) — SO(3) est un homomorphisme.
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2. Soit SO(2) agissant naturellement sur R%.Montrer que R? est une représentation
réelle de SO(2) sous cette action.

3. Soit p une représentation linéaire complexe irréductible de sl(2,C) de dimension
m + 1. On note

i3 %) x= (D) =)

a) Soit v un vecteur propre de p(H), pour la valeur propre A. Montrer que

p(Y)p(X)v = i(m —AN)(m+A+2)v

p(X)p(Y)v = %(m +A)(m—A+2)v

b) Montrer que 'opérateur

SPUHY? + p(Y)p(X) + p(X)p(Y)

est un multiple scalaire de I'identité. Calculer ce scalaire.
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Chapitre 4

Formule de Baker-Campbell-Hausdorft

Ce chapitre va dans le sens de répondre a certaines questions plus compliquées a résoudre.
Nous avons notamment, les résultats déja décrits dans les chapitres précédents.

1.

2.

Tout groupe de Lie matriciel G posséde une algébre de Lie g

Un homomorphisme continu ® entre les groupes de Lie matriciels G et H donne
lieu & un homomorphisme d’algeébre de Lie ¢ : g — b.

Si G et H sont des groupes de Lie matriciels et H est un sous groupe de G alors
I’algébre de Lie fh de H est une sous algébre de Lie g de G.

Tous ces résultats vont dans la direction facile, " du groupe de Lie matriciel vers son
algébre de Lie associée". Dans ce chapitre, nous voulons aller dans le sens inverse, qui
est le plus difficile," de l’algébre de Lie vers son groupe de Lie matriciel". Les questions
& investiguer sont relatives & ces trois théorémes précédents et sont

1.

Toute algébre de Lie réelle de dimension finie est-elle une algébre de Lie d’un
groupe de Lie matriciel?

Soit G et H des groupes de Lie matriciels d’algébre de Lie associées g et b
respectivement. Soit ¢ : g — b un homomorphisme d’algébre de Lie. FExiste-
t-il un homomorphisme de groupe de Lie ® : G — H tel que ®(e¥) = e*X) pour
tout X € g7

Si G est un groupe de Lie matriciel et g son algebre de Lie et h une sous algébre
de Lie de g. Existe-il un groupe de Lie H C G pour lequel § est I'algébre de Lie
associée?
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La réponse a la premiére question est Oui (confére le troisiéme théoréme de Lie et le
Théoréme d’Ado). La réponse a la deuxiéme question est en général Non, mais la réponse
est oui si G est simplement connexe. La réponse a la question trois est en général Non,
mais elle est oui si on permet que H soit un sous groupe de Lie connexe qui n’est pas
nécessairement fermée.

Notre outil pour investiguer toutes ces questions est la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff qui exprime log(eXeY) pour X et Y des matrices suffisamment petites. Cette
formule implique que toute information relative & la multiplication dans le groupe de
Lie matriciel autour de I'identité est encodée dans I’algébre de Lie.

4.1 Exemple illustratif

Dans cette section, on prouve le théoréme (réponse a la question deux ) dans le cas du
groupe de Heisenberg. On introduit le probléme dans le cas général et on le spécialise
pour le cas de Heisenberg. On suppose G et H des groupes de Lie matriciels associées a
leurs algébres de Lie g et h respectivement. On suppose 'homomorphisme d’algébre de
Lie ¢ : g — bh. On veut construire un homomorphisme de groupe de Lie ® : G — H tel
que ®(eX) = e?X) pour tout X € g. On définit une application ® qui d’un voisinage U
de l'identité dans G vers H comme suit

D(A) = s ), (4.1)

telle que
P(eX) = o) (4.2)

au moins pour X suffisamment petit.

La clef est de montrer que ® défini autour de l'identité par ou est un
homomorphisme local. Supposons A = eX et B = e¥, avec X,Y € g plus petits et que
e, e’ et eXe¥ sont dans le domaine de ®. Calculer ®(AB) = ®(eXe"), on a besoin
de calculer eXe¥ dans la forme eZ, pour que ®(eXe¥) soit égale & e?%). La formule de
Baker-Campbell-Hausdorff stipule que pour X et Y suffisamment petits, on a

Z =log(eXe’) = X +Y + %[X, Y]+ %[X, (X, Y]] - %[Y, X, Y]] +... (4.3)
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ol ... indique les termes additionnels faisant itération sur les crochets de X et Y.

Si ¢ est un homomorphisme d’algébre de Lie, alors on a

Hllog(eXe¥)) = 6(X) +6(V) + SB(X), 6(Y)]
190, 6()] — 15160, [(X), 6V + -
— log(e?)e?1)).

Il s’en suit donc (d’aprés (4.1) et (4.2))) que
d(eXeY) = e?XetV) = o (eX)P(eY).

Dans le cas général, cela demande un effort pour prouver la formule de Baker-Campbell-
Hausdorff et donc pour prouver cela, quand G est simplement connexe, ® peut étre
étendu sur tout G.

Dans le cas du groupe de Heisenberg (qui est simplement connexe), 'argument peut
étre simplifié.

Théoréme 13. Supposons X etY des matrices compleres nxn et que X et’Y commutent
avec leurs commutateurs:

X, [X, Y]] = [v,[X,Y]] = 0. (4.4)

Alors, on a

1
X oV — XY HFXY]

Ceci est le cas special de (4.3)) dans laquelle les séries terminent aprés le terme [ X, Y.
Démonstration. Considérons X et Y dans M, (C) satisfaisant (4.4). On va montrer que

t2
e X et = exp (tX +tY + E[X, Y])

qui se réduit au résultat voulu dans le cas de t = 1. Puisque, par hypothése, [X,Y]
commute avec X et Y, la relation ci dessus est équivalente a

+2
X oY o= S IXY] _ X +Y) (4.5)
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Posons A(t) le membre de gauche de (4.5) et B(t) le membre de droite de (4.5). Notre
stratégie sera de montrer que A(t) et B(t) satisfont les mémes équations différentielles
avec les mémes conditions initiales. D’une part, nous pouvons voir immeédiatement que

dB
=X V)X = B(#)(X +Y).

D’autre part, differencier A(t) signifie que

dA — ix v v —2IXY] | X v —LIXY] L X Y XY
= Xee 2 +ete Ye 2 +etee 2 (—t[X,Y])). (4.6)
2
Puisque Y commute avec [X, Y], il commute aussi avec ¢~z Y],

Donc, le second terme du second membre de (4.6) peut étre réécrit comme

2
t
etXetye—T[X,Y}Y'

Pour le premier terme du second membre de (4.6), on peut calculer (en utilisant la
proposition23)) que
XetY — 6tYe—tY‘X'etY
etYAdeftY (X)
— etYeftadY (X)
Puisque Y, [Y, X]] = —[Y,[X, Y]] = 0, on a par la proposition23] que
e PY(X) = X —t]Y, X] = X +1[X,Y],

avec tous les termes de grand ordre égaux a zero. Nous pouvons donc simplifier la
relation (4.6) en écrivant

dA 2 t2 2
% — etXGtYG_E[X’Y] (X +t[X, Y]) +etXetye_?[X7Y]Y+€tX€tY€_?[X’Y]<—t[X, Y])
= etXetYe’%X’Y] (X+Y)
= A@)(X+Y).
Donc, on voit que A(t) et B(t) satisfont les mémes equations différentielles avec la méme

condition initiale A(0) = B(0) = I. Donc, par I'unicité standard des solutions pour les
equations différentielles linéaires ordinaires, A(t) = B(t) pour tout ¢. O
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Proposition 30. Soit H le groupe de Heisenberg et b son algébre de Lie. Soit G
un groupe de Lie matriciel avec son algébre de Lie associée g et soit ¢ : h — g un
homomorphisme d’algébre de Lie. Alors il existe un unique homomorphisme de groupe
®: H— G tel que

d(eM) =™ VX €.

Démonstration. On utilise le fait que le groupe de Heisenberg posséde une propriété
spéciale que l’application exponentielle qui va de son algébre de Lie vers le groupe
de Heisenberg réalise une correspondance biunivoque. Soit "log" l'inverse de cette
application et on définit ¢ : H — G par la formule

P(A) = e®log(A))

On va montrer que ® est un homomorphisme de groupe de Lie matriciel. Si X et Y sont
des éléments de algébre de Lie du groupe de Heisenberg (des matrices triangulaires
supérieures strictes), le calcul direct montre que chaque entrée de [X, Y] est nulle sauf
celle située dans le coin supérieur droit. Donc, on sait par ailleurs que de telles matrices
[X, Y] commute avec X et Y. Puisque ¢ est un homomorphisme d’algébre de Lie, ¢(X)
et ¢(Y) commutent aussi avec leurs commutateur. Donc, par le théoréme pour X et
Y dans l'algébre de Lie du groupe d’Heisenberg, on a

P(ere") = <I><eX+Y+%[X’Y}>

— X F(V)+3[6(X).0(Y)]
LX) oY)
= d(eF)D(e).

D’ou, ® est un homomorphisme de groupe, qui est continu car les applications exp, log
et ¢ sont toutes continues. O]

4.2 Formule de Baker-Campbell-Hausdorff

L’objectif principal de la formule de B-C-H est de calculer log(eXe¥). Le calcul se fait
cette fois ci a I'aide d’une formule intégrale plutdét que d’utiliser la formule des séries
. Cette version intégrale de la formule de B-C-H est da a Poincaré. La version des
séries présente des difficultés de calcul a partir des termes quadratiques.

Considérons la fonction

~—

- log(z

9(z) = 17

N =
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qui est définie et holomorphe dans le disque {|z—1| < 1}. Donc g(z) peut étre exprimée
comme une série

9(:) =3 anlz— )"

avec un rayon de convergence égal & 1. Si V' est un espace vectoriel de dimension finie,
on peut identifier V' avec C" en considérant une base arbitraire pour que la norme de
Hilbert-Schmidt d’un opérateur linéaire sur V' soit définie. Pour un opérateur A sur V'
avec ||A — I]| < 1, on peut définir

g(A) => am(A-1)".

On peut maintenant donner la version intégrale de la formule de B-C-H.

Théoréme 14. Pour toutes nxn matrices complexes X et Y avec || X|| et ||Y || suffisamment

petits, on a
1

log(eXe¥) = X + /0 g(e™x e ) (V). (47)

La preuve de ce théoréme sera donnée dans la section On précise ici que e®dx gfady

et par conséquent g(e*1xe!2dv) sont, des opérateurs linéaires sur 'espace M,,(C) des n xn
matrices complexes. Dans la formule , cet opérateur est définie pour étre appliquée
sur la matrice Y. Le fait que X et Y sont supposés petits garantit que eXe!2dY est,
fermé sur Popérateur identité sur M,,(C) pour 0 < ¢ < 1, telle que g(eXe!*d) est bien
définie.

Si X et Y commutent, alors on a
log(eXe”) = log(e®*™) = X +V.

On exploite d’abord la dérivation de I'application exponentielle qui va jouer un role
important dans la démonstration du théoréme [14]

XHY _ o XotY ot on a

On observe que si X et Y commutent, alors e e

d d
%’t:o (eXthY) — eXE‘tZO (etY) — eXY
En général, X et Y ne commutent pas, donc
d

£|t:0 (€X+tY> £ Xy
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Ceci est un point important. En particulier, on note que dans le langage du calcul
multivariables, 1’expression %\tzo (eX +tY) indique une dérivation directionnelle de exp
en X dans la direction de Y. La dérivation va dépendre linéairement de Y avec X fixé.
Le calcul de cette dérivation est le méme que celui de la dérivée directionnelle de la
fonction exponentielle des matrices.

Maintenant, la fonction

l—e® 1-(1-z+%2—..)
z N z

est une fonction analytique entiére de z, en z = 0 et est donnée par la série des puissances

Lo =3 R

Ces séries (qui ont un rayon de convergence infinie), ont un sens si z est remplacé par
un opérateur linéaire A sur un espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 15. (Dérivée de ’exponentielle) Pour tous X,Y € M,,(C), on a

d XY x [1—ex
gl () = e {WW)} (4.8)
B AN SN R

Plus généralement, si X (t) est une fonction différentiable a valeur matricielle, alors

d " I —e™x0 (dX
W _ Xxo0J)- = (2= ) 4.10
d)ex0 = { e ( g )} (4.10)

Notons que la dérivée directionnelle dans (4.8)) est linéaire en Y pour un X fixée.
Notons aussi que (4.8)) est juste un cas special de (4.10]) en prenant X (¢) = X +tY et en
évaluant en t = 0. En plus, on observe que si X et Y commutent, alors seul le premier

terme dans (4.8)) est non nul. Dans ce cas, on obtient

Ccllt’t— (6X+tY) — €XY

comme annoncée.
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Démonstration. Il est possible de démontrer ce théoréme en exprimant tout en séries
des puissances et en différenciant terme a terme. On ne va pas utiliser cette approche.
Nous démontrons la forme et la forme s’en déduit & aide de la loi de la
dérivation en chaines.

On utilise la formule du produit de Lie et prenons que c’est légal d’échanger la limite
et l'intégrale. En appliquant maintenant la loi du produit (généralisé & n facteurs) on
obtient

d d n n—1 Y
€_X_|t:0 (eX-‘rtY) — e X lim _|t:0 (e%e%) — X lim n <€%6%> 6%6%— ‘
dt n—oo dt n—00 n o

Les calculs montrent que 'on a également:
—Xd| (X)) = X nz_f ( x tY)”’“l x wY ( X w)’f
e leo (e = e lim ene eren— | (ere .
k=0 t=0
n—1
n—k—1 Y k
= N3 () (A7) ()

n—1

ORI

Mais on sait (d’aprés la relation entre Ad et ad), on a

(ei)_ky(ei’()k = Adx (V)
k

Don on a
n—1

€_Xi‘t—0 (X)) = lim 1 (eadfi)k (Y). (4.11)

dt n—oo N,
k=0

k
-1 —ad x L. , L. e
On observe que Y ,_, (e W) est une série géométrique. En utilisant la formule usuelle
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pour la série géométrique, on a

d L= ()
R (eX+tY) = — lim ———~—(Y)

€ Et nn—oo 1 __ —ad%
]’_ —adx
= lim ‘ - (Y)
G T
[ 7a,dx
= lim i - (Y)
n—o0 ady — (an;(!) +
I — e 2dx
= Y).
ads (Y)

C’est ca qu’on voulait montrer, cad en multipliant les deux membres par eX, on a

d I — e dx
E|t=0 (€X+tY) _ 6X{ adX (Y)} '

4.3 Preuve de la formule B-C-H

Maintenant, on se tourne vers la preuve du théoréme Pour X et Y suffisamment

petits dans M,,(C), soit
Z(t) = log(eXe™) pour 0<t <1,

Notre but est de calculer Z(1). Puisque e?() = eXe!Y', d'une part, on a

G—Z(t)%eZ(t) — (eXetY)—li(eXetY) — (eXetY)—leXetYY —-Y

et d’autre part,(par le théoréme , on a
2 @z _ 1= (dZ
dt adZ(t) dt ’
]’ _ —adZ(t) Z
(@)
adz(t) dt
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—ad
Maintenant, si X et Y sont trop petits, Z(t) sera aussi trop petit, donc ﬁ sera
proche de l'identité et donc inversible. Dans ce cas, on obtient
Az (I —ez0) "
— = Y). 4.12
dt { adZ(t) } ( ) ( )
On rappelle que e?®) = eXe!Y' | done, en appliquant ’homomorphisme Ad, on a
Ad(eZ®) = Ad(eXe!)
= Ad(e®)Ad(e™).
Par la relation entre Ad et ad, cela devient
eadz(t) — eadxetady
ou bien
adZ(t) — log(eadxetady).
En mettant ces deux derniéres relations dans (4.12), on obtient
dZ I . <€adxetady)fl -1
— = Y). 4.13
dt { log(eadx etady) (¥) (4.13)
On observe que
log(z)
_ log(2)
1=zt
1—z1\"
B ( log () )
et donc la relation (4.13) est de la méme forme que
dz
i g(e™x ey (v, (4.14)

Si on note Z(0) = X et en intégrant la relation (4.14)) et sachant que Z(1) = log(eXeY),
on obtient

log(e®e¥) =Z(1) = X —i—/o g(e*x ) (Y dt

qui est la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.
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4.4 Les séries provenant de la formule de B-C-H
Maintenant, on va montrer comment on obtient les premiers termes de la forme des
séries de la formule de B-C-H a partir de la forme intégrale (14)). Rappelons la fonction
_log(z)  zlog(z)
9(2) -1~ -1
1+ (2 —1)] [(z—1>—@+@...]
(z—1)

- pre-ni- L

En multipliant et en combinant les termes, on obtient

g(z):1—1—%(2—1)—é(z—1)2+%(z—1)3—...

et sous la forme simplifiée, on a

1)n+1

9(2) = 1+Z%(2— )", (4.15)

n

Entre temps, on a

dy)? t?(ady )?
etdxetady 1 — (I+adx+¥+...> <I+tady+¥+...>—f

dx)? t*(ady)?
= adX+tady+taandy+(a2X) + (aQY) + ...

Puisque e2dx efady — [ n’a aucun terme d’ordre zero, (e24xe!2dy — )" contribuera seulement
les termes de degré n ou de degré en adx et (ou) en ady. En calculant jusqu’au degré 2
en adx et en ady, en posant z = e*dx ¢!y et en utilisant (4.15]), on obtient

2 2

(adx)2 tz(ady
2 * 2

(adx)2 tQ(ady)2

1 t t
= -—ad —ad —adyad
2& X+2a y—i—Qa xady -+ 1 + 1 +

[(audx)2 + t*ady)? + tadyady + adyadX} + ordres supérieurs

1 dx)?  t*(ady)?
g(edxetadyy = I+§(adx+tady+tadxady+(a x) + (ady) —I—)

1 2 2
- = (adx + tady + tadyxady + ) + .. ) + ordres supérieurs

6

| =
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On applique maintenant g(e*dxe'dv) sur Y et on intégre. En calculant (en négligeant
les termes d’ordre supérieurs) par B-C-H et en notant que pour chaque terme ’action
de ady en premier lieu donne zero, on obtient

log(eXe’) ~ X+ /0 {Y + %[X, Y]+ i[X, (X,Y]] - é[X, (X, Y]] — é[y, (X, Y]]] dt
~ X4Y+ %[X,Y] + %[X, X,V - %[Y, X)) /Oltdt

~ XY+ %[X, Y] + %[X, X, Y] — 1—12[Y, X, Y]]

Dong, si on ajoute les termes d’ordres supérieurs, on obtient ’expression (4.3)) et on note

1 1 1
log(e®e¥) = X+Y+§[X, YH—E[X, (X, Y]] _E[Y’ [ X, Y]] +termes d’ordres superieurs.

4.5 Exercices

1. Le centre d'une algébre de Lie g est définie comme étant I'ensemble de tous les
X € g tels que [X, Y] = 0 pour tout Y € g. Considérons maintenant le groupe de
Heisenberg

1 b
H= 0 cl:a,bceR
0 1

S = Q

avec son algébre de Lie
0 a
b=<¢10 0 7] :a,6,7€R
0 0 O

(i) Détermine le centre Z(h) de h. Pour tous X,Y € h montrer que [X,Y] €
Z(h). Ceci implique en particulier que X et Y commutent a la fois avec leur
commutateur [X,Y].

(ii) Montrer par le calcul direct que

XY _

1
Xe X+Y+1[xY]

e .

2. Vérifier que le membre de droite de la formule de B-C-H (forme intégrale) se réduit
a X +Y quand X et Y commutent.
Indication: Calculer en premier lieu e?dxefady et (eddxelady — [)(Y).
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