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Introduction générale

Ce cours est une initiation à la topologie générale. Cette branche des mathématiques a
pour objet principal l’étude abstraite de notions telles que la continuité, la convergence, la
compacité, la connexité etc... et généralise les notions qui sont utilisées en analyse, dans le
cas particulier la topologie euclidienne.
Intuitivement, on peut dire que la topologie est une branche des mathématiques qui étudie
les propriétés des espaces qui sont invariantes par les déformations continues c’est à dire
les déformations qui se font sans trouer ni déchirer d’espace.
Immaginons une boule de pâte à modeler ; on peut la déformer en la travaillant et la donner
la forme d’un bol par exemple ou la forme d’une balle de ruggby. Dans ce cas, on aura
changé sa géométrie : la distance entre deux points A et B, la courbure en un point sur
la pâte à modeler va varier mais les propriétés topologiques ne sont pas modifiées. Ainsi
par exemple, la sphère, un balon de ruggby et un bol sont topologiquement équivalents.
En effet, analysons les questions telles que

1. Puis je aller d’un point A au point B sur la sphère ?
2. Puis je aller d’un point A au point B sur le bol ?
3. Puis je aller d’un point A au point B sur le ballon de Ruggby ?

Ainsi, la topologie s’intéresse aux relations logiques entre les points plutôt qu’aux relations
métriques entre les points.
Par contre, le tore et la sphère ne sont pas topologiquement équivalents car pour avoir un
tore à partir d’une sphère il faut percer un trou(déformation violente ; donc non continue).
Mais le tore et une tasse sont topologiquement équivalents.

Structure du cours
Dans le premier chapitre, on définit la notion de topologie sur un ensemble quelconque

X. Il s’agit de se donner une collection de sous-ensembles de X que l’on appellera ouverts,
et qui doivent avoir les propriétés bien connues des ouverts euclidiens en termes d’unions et
d’intersections. Le fait étonnant est que ces simples propriétés des ouverts permettent de
reconstruire une bonne partie des notions vues en analyse à l’aide de la distance euclidienne
dans Rn (intérieur, adhérence, frontière, continuité, connexité, compacité), tout en gardant
de bonnes propriétés. Dans ce même chapitre, on passera également en revue différentes
méthodes pour définir une topologie sur un ensemble (par les fermés, par les systèmes
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de voisinages, par une base, par une sous-base), on définira les notions élémentaires d’in-
térieur, d’adhérence et de frontière ou d’applications continues. On introduira différentes
constructions d’espaces topologiques (les sous-espaces, les produits et les quotients).
Dans le deuxième chapitre, nous introduirons la nation d’applications continues entre les
expaces topologiques et nous insisterons sur les homéomorphismes qui sont des applications
continues particulières qui conserves les propriétés topologiques des espaces. Les chapitres 3
et 4 sont consacrés aux notions de compacité et de connexité des espaces topologiques, ainsi
qu’aux notions semblables. La compacité généralise la notion d’intervalles bornés fermés
de R. La connexité est une propriété topologique importante qui joue un rôle cental dans
la dérivabilité des fonctions. Dans le 5 chapitre nous parlerons des espaces topologiques
particulières à savoir les espaces métriques et les espaces vectoriels normés. Ce sont des
espaces topologiques dont la topologie est induite par une métrique dans le premier cas et
par une nrorme dans le second. Nous y parlerons également des espaces métriques com-
plets. Le dernier chapitre est consacré à l’introductions aux espaces fonctionnnels : nous
y étudiérons les notions de convergence simple et uniforme ainsi que quelques théorèmes
utiles en Analyse fonctionnelle.
Ce cours est souvent jugé "difficile" par les étudiants ; cela est dû au fait que contrairement
aux autres branches de mathématiques qui sont calculatoires, la Topologie est une branche
des relations entres les objets et exige donc d’être assidu en prenant le temps suffisant pour
bien maîtriser les définitions de base et faire beaucoup d’exercices d’entraînement pour
une bonne maîtrise du cours. Le secret principal pour comprendre la topologie générale
est la maîtrise de la topologie de R. En effet, sur cet ensemble nous pouvons représrnter
et visualiser toutes ces notions topologiques qui apparaissent comme "bête noire" sur les
espaces topologiques quelconques.



Chapitre Un

Espaces topologiques

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons définir le concept de Topologie en générale, et passer en

revue quelques moyens de se donner une topologie sur un ensemble X quelconque. Nous
généraliserons ensuite les notions étudiées dans le cours d’Analyse de première année, telles
que l’intérieur, l’adhérence, la frontière d’un ensemble, ou les applications continues. Nous
introduirons des constructions classiques en topologie qui permettent de définir de nouvelles
topologies à partir d’anciennes : les sous-espaces, les produits et les quotients.

1.2 Définition et exemples
Donnons ici la définition d’une topologie. Comme souvent, nous ne définissons pas un

exemple particulier, mais les conditions qui font d’un ensemble une topologie. Soit X un
ensemble. On note P(X) l’ensemble des parties de X.

Définition 1.2.1. Une topologie sur un ensemble X est une partie T de P(X) telle que
O1. X et ∅ appartiennent à T ;
O2. La réunion d’une famille quelconque d’éléments de T appartient à T.
O3. L’intersection d’une famille finie (de deux éléments quelconques) de T appartient
à T

Les éléments de T sont appelés des ouverts. Un couple (X,T) formé d’un ensemble X et
d’une topologie T sur X est appelé espace topologique.

On peut donc rephraser cette définition en disant qu’une topologie est une collection
de sous-ensembles de X, appelés ouverts, qui doivent vérifier que

1. l’ensemble vide et X sont ouverts.
2. une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.
3. une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

On écrira parfois (X, τ) pour préciser que l’on considère l’ensemble X muni de la topologie
τ .

1.2.1 Exemples de topologies sur un ensemble

Exemple 1.2.1. Sur un ensemble X, il existe toujours deux topologies « extrêmes » :
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1. La topologie grossière Tg = {X, ∅}. Elle contient le minimum possible d’ouverts.
Un ensemble muni de la topologie discrète est dit espace topologique discret.

2. La topologie discrète Td = {P(X)}. Elle contient le maximum possible d’ouverts.
Un ensemble muni de la tpopologie grossière espace topoloqique grossier.

Remarque 1.2.1. Noter q’une topologie est discrète ssi tous les singletons de X sont des
ouverts.

Exemple 1.2.2. Sur l’ensemble X = {0, 1}, on considère la famille τ = {∅, {0, 1}, {0}}. La
famille τ est une topologie. Mais ce n’est ni la topologie discrète, ni la topologie grossière.
On vérifie facilement que les axiomes de topologie sont satisfaits. Cet espace est appelé
espace de Sirpinski.

Exemple 1.2.3. Sur R, l’ensemble formé de ∅,R et des intervalles de la forme ]a, b[, n’est
pas une topologie, car la propriété 3 n’est pas vérifiée. En revanche, l’ensemble formé de
∅,R et des réunions quelconques d’intervalles de la forme ]a, b[ est bien une topologie sur
R.
Sauf mention contraire, R sera toujours muni de cette topologie Tu appelée topologie
usuelle de R. Nous verrons dans la suite que c’est la topologie associée à la relation
d’ordre total.

Par conséquent, par exemple la topologie usuelle de R n’est pas discrète car tous les
singlétons sont des fermés(voir plus loin).

Exemple 1.2.4. τ = {A ⊂ X;CX
A fini } ∪ ∅ ; est une topologie sur X, dite topologie

cofinie.

Remarquons qu’il n’existe pas de formule pour déterminer le nombre de topilogie sur
un ensemble.

Exemple 1.2.5. – Sur un ensemble à un élément X = {a} on peut construire 1 topo-
logie.

– Un ensemble à deux éléments X = {a, b} peut être muni de 4 topologies différentes :
Tg = {X, ∅}, T1 = {X, ∅, {a}}, T2 = {X, ∅, {b}} et Td = {X, ∅, {a}, {b}}.

– Sur un ensemble à trois éléments X = {a, b, c} on peut construire 26 topologies
différentes.

– Sur un ensemble à quatre éléments X = {a, b, c, d} on peut construire 355 topologies
différentes.

– Sur un ensemble à cinq éléments X = {a, b, c, d, e} on peut construire 6942 topologies
différentes.

– Sur un ensemble à six éléments X = {a, b, c, d, e, f} on peut construire 209 527
topologies différentes.

– Sur un ensemble à sept éléments X = {a, b, c, d, e, f, g} on peut construire 9.535.241
topologies différentes.

Exemple 1.2.6. Considérons les familles suivantes des parties de X = {a, b, c, d, e}.
τ1 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}
τ2 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}}



Définition et exemples 8

τ3 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {a, b, d, e}}
Remarquons que τ1 est une topologie sur X puisqu’elle vérifie les trois axiomes requis [O1],
[O2] et [O3]. Mais τ2 n’est pas une topologie sur X puisque la réunion {a, c, d} ∪ {b, c, d} =
{a, b, c, d} de deux éléments de τ2 n’appartient pas à τ2, c’est-à-dire que τ2 ne vérifie pas
l’axiome [O2].
De même τ3 n’est pas une topologie sur X puisque l’intersection {a, c, d} ∩ {a, b, d, e} =
{a, d} n’appartient pas à τ3, c’est-à-dire que τ3 ne vérifie pas l’axiome [O3].

Exemple 1.2.7. L’intersection τ1 ∩ τ2 de deux topologies quelconques τ1 et τ2 sur X est
également une topologie sur X. En effet, d’après [O1], X et ∅ appartiennent chacun à la fois
τ1 et τ2 ; ainsi X et ∅ appartiennent chacun à l’intersection τ1∩τ2 ; c’est-à-dire τ1∩τ2 vérifie
[O1]. De plus si G,H ∈ τ1 ∩ τ2 alors, en particulier, G,H ∈ τ1 et G,H ∈ τ2. Mais puisque
τ1 et τ2 sont des topologies, G ∩H ∈ τ1 et G ∩H ∈ τ2. Par conséquent G ∩H ∈ τ1 ∩ τ2.
En d’autres termes τ1 ∩ τ2 vérifie [O3]. De manière analogue τ1 ∪ τ2 vérifie [O2].

La proposition démontrée dans l’exemple précédent peut en fait être généralisée à un
ensemble quelconque de topologie. A savoir,

Théorème 1.2.1. Soit {τi : i ∈ I} une famille quelconque de topologies sur un ensemble
X. Alors l’intersection ∩iτi est également une topologie sur X.

Dans notre dernier exemple nous allons montrer que la réunion de topologies n’est pas
en général une topologie.

Exemple 1.2.8. Chacune des familles τ1 = {X, ∅, {a}} et τ2 = {X, ∅, {b}} est une topo-
logie sur X = {a, b, c}. Mais la réunion τ1 ∪ τ2 = {X, ∅, {a}, {b}} n’est une topologie sur
X puisque l’axiome 3 n’est pas vérifié. C’est-à-dire que {a} ∈ τ1 ∪ τ2, {b} ∈ τ1 ∪ τ2 mais
{a} ∪ {b} = {a, b} n’appartient pas à τ1 ∪ τ2.

Définition 1.2.2. Si G est un ouvert contenant un point p ∈ X, alors G est appelé un
voisinage ouvert de p. De même, G privé de p, c’est-à-dire G \ {p} est appelé voisinage
ouvert pointé de p.

Exercice 1.2.1. Sur un ensemble à trois éléments X = {a, b, c} il peut y avoir 26 topolo-
gies. Décrivez les !

1.2.2 Comparaison des topologies

Définition 1.2.3. Soient τ1 et τ2 deux topologies sur un ensemble non vide X. On dit que
τ1 est moins fine que τ2 ou que τ2 est plus fine que τ1 si tout ouvert de τ1 est également
un ouvert de τ2.

Dans ce cas, on dit que les deux topologies sont comparables et on écrit τ1 ⊂ τ2 ou
encore τ1 � τ2.

Exemple 1.2.9. La topologie discrète τd est plus fine que toute autre topologie, alors que
la topologie grossière τg est moins fine que toute topologie : on peut écrire τg ⊂ τ ⊂ τd pour
toute topologie τ , toujours sur le même ensemble X.
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Remarque 1.2.2. Deux topologies ne sont pas forcément comparables : si l’on prend sur
X = {0, 1}, deux topologies τ1 = {∅, {0, 1}, {0}} et τ2 = {∅, {0, 1}, {1}}. On n’a ni τ2 ⊂ τ1,
ni τ1 ⊂ τ2.

Nous passons maintenant en revue divers moyens de se donner une topologie. Ce sont
les systèmes de voisinages, les bases de topologie, les sous-bases et les fermés. Dans chaque
cas, nous aurons deux types de résultats : étant donné un espace topologique, on définira
la notion concernée et ses propriétés,ensuite on montrera qu’un objet ayant ces propriétés
définit une seule topologie. Commençons par introduire les notions suivantes.

1.3 Caractérisation d’une topologie à l’aide des fermés
Passons maintenant à la définition des fermés.

Définition 1.3.1. Soit (X,T) un espace topologique. Un sous-ensemble F de X est fermé
si son complémentaire dans X est un ouvert.

Exemple 1.3.1. La famille τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}
définit une topologie sur X = {a, b, c, d, e}. Les fermés de X sont les sous-ensembles

F = {∅, X, {b, c, d, e}, {a, b, e}, {b, e}, {a}}

Remarque 1.3.1. Notons qu’il y a des sous ensembles de X, tels que {b, c, d, e} qui sont
à la fois ouverts et fermés, et qu’il y a des sous ensembles de X, tels que {a, b} qui ne sont
ni ouverts ni fermés. "Une topologie n’est donc pas similaire à une porte ! ! ! car pour une
porte si elle n’est pas ouverte elle est fermée."

Exemple 1.3.2. Pour la topologie usuelle de R, on a :
1. L’ensemble [0, 1[ n’est ni ouvert ni fermé ;
2. L’ensemble ]−∞,∞[ est à la fois ouvert et fremé ;
3. L’ensemble ]0, 1[ est ouvert mais non fermé ;
4. L’ensemble [0, 1] est fermé mais n’est pas ouvert.

Exemple 1.3.3. Pour la topologie grossière de X, les fermés sont ∅ et X.

Exemple 1.3.4. Soit X un espace topologique discret, c’est-à-dire tout sous-ensemble de
X est un ouvert. Alors tout sous-ensemble de X est également fermé puisque son com-
plémentaire est toujours ouvert. En d’autres termes, tous les sous-ensembles de X sont à
la fois ouverts et fermés. Ainsi, pour la topologie discrète, toute partie de X est à la fois
ouverte et fermée.

Le théorème qui suit donne des propriétés des ensemble fermés d’un espace topologique.

Théorème 1.3.1. Soit X un espace topologique. Alors la famille des fermés de X possède
les propriétés suivantes :
i) X et ∅ sont des ensembles fermés.
ii) L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.
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iii) La réunion de deux fermés quelconque est fermé.

Démonstration. On applique les lois de De Morgan sur le complémentaire de X, de ∅, de
l’intersection quelconque de fermés et de la réunion finie de fermés. Ce qui donne

1. X ∈ F car X = ∅ ∈ τ et ∅ ∈ F car ∅ = X ∈ τ
2. Soit Fi une famille de fermés de X. Pour montrer que l’intersection d’une famille

quelconque de fermé est un fermé, on montre que son complémentaire

X − ∩i∈IFi = ∩i∈IFi

est un ouvert.

Fi ∈ F ⇒ Fi ∈ τ ⇒ ∪i∈IFi ∈ τ ⇒ ∩i∈IFi ∈ τ ⇒ ∩i∈IFi ∈ F

3. De même, on a Fi ∈ F ⇒ Fi ∈ τ ⇒ ∩ni=1Fi ∈ τ ⇒ ∪ni=1Fi ∈ τ ⇒ ∪ni=1Fi ∈ F

On remarque donc que les propriétés des fermés se déduisent de celles des ouverts par
passage au complémentaire, et vice-versa. La proposition suivante donne une caractérisation
de topologie à l’aide des fermés.

Proposition 1.3.1. Soient X un ensemble et F une famille de sous-ensembles satisfaisant
la condition de la proposition précédente. Il existe une unique topologie T telle que F soit
l’ensemble des fermés associés à cette topologie T.

Démonstration. Il suffit de définir les ouverts de cette topologie comme les complémentaires
des éléments de F.

1.4 Caractérisation à laide d’une base de topologie
On peut également caractériser une topologie à l’aide d’une sous famille appelée base

de topologie.

Définition 1.4.1. Soit (X, τ) un espace topologique. On appelle base de topologie τ toute
partie B de τ telle que tout ouvert O de τ soit la réunion d’une famille d’ouverts de B i.e
si ω ∈ τ alors ω = ∪x∈XBx avec Bx ∈ B.

Exemple 1.4.1. L’ensemble B = {x} des singlétons d’un ensemble X est une base de la
topologie discrète sur X.

Exemple 1.4.2. Les intervalles ouverts de R forment une base de la topologie usuelle de
R.

Proposition 1.4.1. Soit (X, τ) un espace topologique. Une partie B de τ est une base de
τ ssi pour tout ouvert Ω de τ , et tout x ∈ Ω, il exixte in élément B de la base contenant
x et inclus dans Ω i.e B ∈ B tel que x ∈ B ⊂ Ω.
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Démonstration. Si B est une base de τ , alors pour tout ouvert ω ∈ τ et ∀x ∈ Ω, il existe
une famille (ωα, α ∈ A) d’éléments de B tel que Ω = ∪α∈Aωα ; et donc, il existe α0 tel que
x ∈ ωα0 ⊂ Ω.
Réciproquement, si ∀x ∈ Ω, il existe ωx ∈ B tel que x ∈ ωx ⊂ Ω. On a donc

ω = ∪x∈Ωωx

Le théorème suivant donne des conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour q’une
famille d’ensembles soit un base d’une topologie

Proposition 1.4.2. 1. Soit (X, τ) un espace topologique. Si B est une base de τ alors
toute intesection finie d’éléments de B est une union d’éléments de B.

2. De manière équivalente, si B est une base de τ , alors X est une union d’éléments de
B et l’intersection de deux éléments quelconques de B est une union d’éléments de
B.

Démonstration. Si B est une base de τ alors toute intersection finie d’éléments de B ap-
partient à τ , et donc est une union d’éléments de B.
La seconde propriété se démontre de la même manière et est d’ailleurs équivalente à la
première.

On peut résumer ces conditions dans le

Théorème 1.4.1. Soit B une famille des parties d’un ensemble non vide X. Alors B est
une base d’une topologie sur X ssi elle possède les deux propriétés suivantes :

1. X = ∪{B : B ∈ B}.
2. Pour tout B,B∗ ∈ B, B∩B∗ est réunion d’éléments de B, ou de manière équivalente

si p ∈ B ∩B∗ alors ∃Bp ∈ B tel que p ∈ Bp ⊂ B ∩B∗.
Le théorème suivant donne une caractérisation d’une topologie à l’aide d’une base.

Théorème 1.4.2. Soit B ⊂ P(X) satisfaisant une des propriétés de la proposition précé-
dente. Alors, il existe une unique topologie τ sur X telle que B soit une base de τ .
Cette topologie est donnée par

τ = {Ω ⊂ X; ∀x ∈ Ω,∃ω ∈ B : x ∈ ω ⊂ Ω}
Démonstration. Voir [1]

Définition 1.4.2. Soit (X, τ) un espace topologique. Une famille δ d’ouverts de X, i.e
δ ⊂ τ , est une sous-base pour la topologie τ sur X si les intersections finies d’éléments de
δ forment une base de τ .

Exemple 1.4.3. Remarquons que tout intervalle ouvert ]a, b[ de R munie de la topologie
usuelle est égal à l’intersection des deux intervalles infinis ouverts ] − ∞, b[ et ]a,+∞[
donc ]a, b[=] −∞, b[∩]a,+∞[. Or les intervalles ouverts forment une base de la topologie
usuelle de R. Ainsi la familles de tous les intervalles infinis ouverts est une sous-base de
la topologie usuelle de R.
Théorème 1.4.3. Toute famille de parties A d’un ensemble non vide X est une sous-base
d’une topologie unique τ sur X ; i.e que les intersections finies d’éléments de A constituent
une base pour une topologie τ sur X.
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1.5 Topologie induite
Définition 1.5.1. Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace topologique (X, τ). La
famille τA de toutes les intersections de A avec les sous-ensembles τ -ouverts de A est une
topologie sur A ; on l’appelle la topologie induite sur A par τ ou topologie trace sur A,
et l’espace topologique (A, τA) est appelée un sous-espace de (X, τ).

En d’autres termes, un sous-ensemble H de A est un ensemble τA-ouvert, c’est-à-dire
ouvert relativement à la topoligie induite sur A, ssi il existe un ensemble τ -ouvert G de X
tel que H = G ∩ A. On peut montrer la proposition suivante

Proposition 1.5.1. Si A ⊂ (X, τ) alors τA = {A ∩ U; pour U ∈ τ} est une topologie
sur A.

Démonstration. Exercice

Exemple 1.5.1. Considérons la topologie τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} sur
X = {a, b, c, d, e} et le sous-ensemble A = {a, d, e} de X. Remarquons que : X ∩ A = A,
{a}∩A = {a}, {a, c, d}∩A = {a, d}, ∅∩A = ∅, {c, d}∩A = {d}, et {b, c, d, e}∩A = {d, e}.
Ainsi, la topologie induite par τ sur A est

τA = {A, ∅, {a}, {d}, {a, d}, {d, e}}

Remarque 1.5.1. Les ouverts de la topologie induite sur un sous-espace ne sont pas ne-
céssairement des ouverts de la topologie sur l’espace tout entier.

Exemple 1.5.2. 1. {0} est un ouvert de la topologie induite sur Z par la topologie
usuelle de R ; mais n’est pas un ouvert de la topologie usuelle de R.

2. L’ensemble [0, 1[= [0, 2]∩]− 1, 1[ est un ouvert de la topologie induite sur [0, 2] par la
topologie usuelle de R mais n’est pas un ouvert de la topologie usuelle de R.

Exemple 1.5.3. Considérons la topologie usuelle U sur R et la topologie induite τA sur
l’intervalle fermé A = [3, 8]. Notons que l’intervalle semi-ouvert [3, 5[ est ouvert pour la
topologie induite sur X, c’est-à-dire est τA-ouvert puisque [3, 5[=]2, 5[∩A où ]2, 5[ est un
sous-ensemble τ -ouvert de R. Ainsi nous voyons qu’un ensemble peut être ouvert relative-
ment à un sous-espace mais ni ouvert ni fermé dans l’espace tout entier.

Proposition 1.5.2. Soit (X, τ) un espace topologique et A ⊂ B ⊂ X des sous ensembles.
Alors les topologies induites sur A par τ et celle induite par τB sur A sont les mêmes.

Démonstration. La tpologie induite par τ sur A étant τA = {A∩U; pour U ∈ τ} ; et la
topologie induite par τB sur A sera

(τB)A = {A ∩ (U ∩B) = U ∩B ∩ A = A ∩ U = τA; pour U ∈ τ}
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1.6 Notion de voisinage
Définition 1.6.1. Soient (X,T) un espace topologique et x ∈ X. Un sous-ensemble V de
X est un voisinage de x s’il existe un ouvert ω ∈ T contenant x et inclus dans V i.e un
ouvert ω ∈ T tel que x ∈ ω ⊂ V . L’ensemble des voisinages de x est appelé système de
voisinages de x et on le note par Vx.

Exemple 1.6.1. Soit a un nombre réel, c’est-à-dire a ∈ R. Alors chaque intervalle fermé
[a−δ, a+δ] de centre a est un voisinage de a puisqu’il contient l’intervalle ouvert ]a−δ, a+δ[
qui contient a. De manière analogue si p est un point du plan R2 alors tout disque fermé
D2 = {q ∈ R2 : d(p, q) ≤ δ 6= 0}, de centre p, est un voisinage de p puisqu’il contient le
disque ouvert de centre p.

Les faits les plus importants concernant le système de voisinages Vp d’un point quel-
conque p ∈ X sont donnés par les quatre propriétés de la proposition ci-dessous appelées
axiomes des voisinages. D’ailleurs, ces axiomes peuvent être utilisés pour définir une topolo-
gie sur X comme nous le montrerons plus loin. La proposition suivante donne les propriétés
des systèmes de voisinages.

Proposition 1.6.1. Soit (X, τ) un espace topologique. On a :
1. Vx n’est pas vide et x appartient à chaque élément de la famille Vx i.e ∀V ∈ Vx, on

a x ∈ V .
2. L’intersection de deux éléments quelconques de la famille Vx appartient à Vx i.e
∀V ∈ Vx et ∀W ∈ Vx, alors on a V ∩W ∈ Vx.

3. ∀x ∈ X on a X ∈ Vx.
4. Toute partie contenant un élément de la famille Vx appartient à la famille Vx i.e

V ∈ Vx et V ⊂ W alors W ∈ Vx.
5. Chaque élément V ∈ Vx contient un élément V ′ ∈ Vx où V ′ est un voisinage de

chacun de ses points i.e si V ∈ Vx, il existe V ′ ∈ Vx tel que pour tout y ∈ V ′ on a
V ∈ Vy.

Démonstration. Exercice

Le lien fondamental entre ouverts et voisinages est donné par la proposition suivante.

Proposition 1.6.2. Soit (X,T) un espace topologique. Une partie A de X est ouverte ssi
elle est voisinage de chacun de ses points c’est-à-dire que A est ouverte ssi pour tout x ∈ A,
on a A ∈ Vx.

Démonstration. En effet, ∀G ∈ τ , et tout x ∈ G, on a x ∈ G ⊂ G ; donc G est voisinage
de x.
Réciproquement, si ∀x ∈ G, avec G un voisinage de x, il existe un ouvert ωx ∈ τ tel que
x ∈ ωx ⊂ G. Alors on a G = ∪x∈Gωx, et donc G est ouvert.

Cette proposition signifie que A est ouvert ssi il est voisinage de chacun de ses points.
Nous utiliserons très fréquemment ce proposition pour démontrer qu’un ensemble est ou-
vert.



Point adhérent, point isolé et point d’accumulation 14

Définition 1.6.2. On appelle base de voisinages de x tout sous-ensemble Bx ⊂ Vx tel
que pour tout V ∈ Vx il existe B ∈ Bx tel que B ⊂ V .

On donne ici quelques exemples :
1. Par exemple, dans (Rn,E) c’est à dire Rn munie de la topologie euclidienne une boule

ouverte, ou fermée centrée sur x et de rayon strictement positif est un voisinage de
x. Plus généralement, on peut montrer qu’une partie V de Rn est un voisinage de x
si, et seulement si, V contient une boule ouverte centrée sur x, ou une boule fermée
centrée sur x (de rayon strictement positif). L’ensemble B(x, r) (resp. Bf (x, r) formé
des boules ouvertes (resp. fermées) de rayon strictement positif constitue une base
de voisinages de x.

2. Pour la topologie discrète sur un ensemble X, on constate que Vx est l’ensemble des
parties de X contenant x, et que Bx = {{x}} est une base de voisinages de x, quel
que soit x ∈ X i.e que pour la topologie discrète la base de voisinage est l’ensemble
de tous les singlétons.

3. Pour l’ensemble X = {a, b, c, d} muni de la topologie

T = {∅, X, {a}, {a, b, c}, {b, c}, {b, c, d}}

Le système de voisinages de d est Vd = {{b, c, d}, X} tandis que Va est l’ensemble
des parties de X qui contiennent a i.e

Va = {{a}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, X}

1.7 Point adhérent, point isolé et point d’accumulation
Définition 1.7.1. Soit X un espace topologique. Un point p ∈ X est un point adhérent
à un sous-ensemble A de X si tout ouvert(voisinage) G contenant p rencontre X c’est à
dire si

G est ouvert et p ∈ G =⇒ (G ∩ A) 6= ∅

Définition 1.7.2. Soit X un espace topologique. Un point p ∈ X est un point isolé à s’il
existe un ouvert(voisinage) G qui rencontre X uniquement en p c’est à dire si

G est ouvert et p ∈ G =⇒ (G ∩ A) = {p}

Définition 1.7.3. Soit X un espace topologique. Un point p ∈ X est un point d’accu-
mulation ou un point limite d’un sous-ensemble A de X si tout ouvert G contenant p
contient un point de A autre que p c’est à dire si

G est ouvert et p ∈ G =⇒ (G− {p}) ∩ A 6= ∅

L’ensemble des points d’accumulation de A, noté A′, est appelé ensemble dérivé ou
ensemble limite de A. Un point adhérent est soit un point isolé ou un point d’accumu-
lation. L’ensemble des points adhérents de A est appélé adhérence de A. L’adhérence de
A notée A ou adh(A).
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Exemple 1.7.1. Soit (X, τ) un espace topologique où X = {a, b, c, d, e} et

τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}.

Considérons la partie A = {a, c, d, e} de X.
1. Remarquons que b ∈ X est un point limite de A puisque les ouverts contenant b sont
{b, c, d, e} et X et qu’ils contiennent chacun un point de A différent de b, c’est-à-dire
c, d et e.

2. Par contre, le point a ∈ X n’est pas un point limite de A puisque l’ensemble ouvert
{a} qui contient a ne contient pas de points de A différent de a. Le point a n’est pas
non plus un point isolé dans A. Donc a n’est pas un point adhérent à A.

3. De manière analogue les points d et e sont des points limites de A et le point c n’est
pas un point limite de A. Ainsi A′

= {b, d, e} est l’ensemble dérivé de A.

Exemple 1.7.2. Soit X un espace topologique grossier, c’est-à-dire que X et ∅ sont les
seuls ouverts de X. Alors X est le seul ouvert contenant un point quelconque p ∈ X.
Ainsi p est un d’accumulation de tout sous-ensemble de X excepté l’ensemble vide ∅ et
l’ensemble formé de p seul, c’est-à-dire le singleton {p}. Ainsi l’ensemble dérivé A′ de tout
sous-ensemble A de X est :

A′ =


∅ siA = ∅
{p}c = X \ {p} si A = {p}
X si A contient deux points ou plus

Remarquons que pour la topologie usuelle de la droite R ou du plan R2, la définition
donnée ci-dessus d’un point d’accumulation est la même que celle qui a été donnée dans le
cours d’Analyse.
Les ensembles fermés peuvent également être caractérisés par leurs points limites de la
manière suivante :

Théorème 1.7.1. Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est fermé ssi A contient
chacun de ses points d’accumulation.

En d’autres termes, un ensemble est fermé ssi l’ensemble dérivé A′ de A est un sous-
ensemble de A, c’est-à-dire A′ ⊂ A.

Exemple 1.7.3. Dans l’exemple 1.7.1 nous remarquons que l’ensemble A est fermé car
A′ ⊂ A.

Proposition 1.7.1. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. La fermeture
ou l’adhrence de A notée Ā ou adh(A) est l’intersection de tous les fermés contenant A.
En d’autres termes si {Fi : i ∈ I} est la famille des tous les sous-ensembles fermés de X
contenant A, alors Ā = ∩iFi.

Remarquons d’abord que Ā est un ensemble fermé comme intersection de fermés. De
plus Ā est le plus petit ensemble fermé contenantA, c’est-à-dire que si F est fermé contenant
A alors A ⊂ Ā ⊂ F . Ainsi un ensemble A est fermé ssi A = Ā. Nous énonçons ces résultats
de manière plus formelle.
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Proposition 1.7.2. Soit Ā l’adhérence d’ensemble A. Alors :
i) Ā est fermé ;
ii) Si F est fermé et contient A, alors A ⊂ Ā ⊂ F ;
iii) A est fermé ssi A = Ā.

Démonstration. [1]

Exemple 1.7.4. Considérons la topologie τ sur X = {a, b, c, d, e} de l’exemple 1.7.1 où
les fermés de X sont

F = {∅, X, {b, c, d, e}, {a, b, e}, {b, e}, {a}.}

Alors on a :
{b} = {b, e}, {a, c} = X, {b, d} = {b, c, d, e}.

L’adhérence d’un ensemble peut également être complètement décrite en termes de ses
points limites de la manière suivante :

Théorème 1.7.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors l’adhérence de
A est la réunion de A et de l’ensemble de ses points d’accumulation, c’est-à-dire Ā = A∪A′.

Ainsi donc, un point p ∈ X est appelé point adhérent de A ⊂ X si p appartient à
l’adhérence de A, c’est-à-dire si p ∈ Ā. En vertu du théorème précédent p ∈ X est un point
adhérent à A ⊂ X ssi p ∈ A ou p est un point limite A.

Exemple 1.7.5. Considérons l’ensemble Q des nombres rationnels. Comme on l’a vu
précédemment, pour la topologie usuelle de R, tout nombre réel a ∈ R est un point limite
de Q c’est à dire que tout nombre réel est limite d’une suite de nombres rationnels. Ainsi
l’adhérence de Q est l’ensemble R des nombres réels tout entier, c’est-à-dire Q̄ = R.

Exercice 1.7.1. 1. Un point d’accumulation de A est-il nécessairement dans A ?
2. Soit A = [0, 1[∪{2}. Déterminer les points isolés de A et les points d’accumulation

de A et le point l’adhérence de A.
3. Montrer qu’une partie A de X est discrète si et seulement si tout point de A est isolé.

1.8 Adhérence et densité d’un ensemble
La notion de densité formalise le problème de l’approximation des éléments d’un en-

semble par ceux d’un autre ensemble. Là encore, on cherche à se ramener à des ensembles
plus petits et dont on comprend mieux les propriétés. Nous en verrons de nombreux
exemples dans la suite.

Définition 1.8.1. (Densité). Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est dit
dense dans B ⊂ X si B est continu dans l’adhérence de A, c’est-à-dire si B ⊂ A. En
particulier A est dense dans X ou est un sous-ensemble dense de X ssi A = X.
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Exemple 1.8.1. Remarquons dans l’exemple 1.7.4 que

{a, c} = X

et
{b, d} = {b, c, d, e}

où X = {a, b, c, d, e}. Ainsi l’ensemble {a, c} est un sous-ensemble dense de X tandis que
l’ensemble {b, d} n’en est pas un.

Exemple 1.8.2. Comme il a été indiqué dans l’exemple 1.7.5, Q̄ = R. En d’autres termes,
pour la topologie usuelle de R, l’ensemble Q des nombres rationnels est dense dans R.
Cela signifie que tout nombre réels est limite d’ne suite de nombres rationnels ou encore
entre deux nombres réels quelconques il existe un nombre rationnels.

On peut interpréter la densité de Q dans R en disant que tout intervalle de R contient
un nombre rationnels. Ainsi donc, un sous ensemble A de X est dense dans dans X si tout
ouvert de τ contient un élément de A.
L’opérateur "fermeture" ou adhérence, qui à chaque sous-ensemble A de X associe sa
fermeture ou adhérence Ā ⊂ X, vérifie les quatre propriétés de la proposition ci-dessous,
appelée axiome de fermeture de Kuratowski. En fait, ces axiomes peuvent être utilisés pour
définir une topologie sur X, comme on le démontrera ultérieurement.

Proposition 1.8.1. (i) ∅ = ∅ ;
(ii) A ⊂ A ;
(iii) A ∪B = A ∪B ;

(iv) (A) = A.

Démonstration. [1]

1.9 Intérieur, extérieur et frontière d’un ensemble
Définition 1.9.1. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Un point p ∈ A
est appelé point intérieur de A si p appartient à un ouvert G contenu dans A :

p ∈ G ⊂ A où G est ouvert.

L’ensemble des intérieurs de A noté int(A), A◦ est appelé l’intérieur de A.

L’intérieur de A peut également être caractérisé de manière suivante :

Proposition 1.9.1. (i) L’intérieur d’un ensemble A est la réunion de tous les en-
sembles ouverts contenus dans A ;

(ii) A◦ est ouvert ;
(iii) A◦ est le plus grand ouvert contenu dans A c’est-à-dire que si G est un ouvert
contenu dans A alors G ⊂ A◦ ⊂ A ;

(iv) A est ouvert ssi A = A◦.
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Démonstration. voir [1]
Définition 1.9.2. L’extérieur de A, noté ext(A), est l’intérieur du complémentaire de
A, c’est-à-dire int(Ac).
Définition 1.9.3. La frontière de A noté b(A) ou front(A) est l’ensemble des points
n’appartenant ni à l’intérieur ni à l’extérieur de A.

A présent on a une relation importante entre l’intérieur, l’extérieur et l’adhérence.
Théorème 1.9.1. Soit A un sous-ensemble quelconque d’un espace topologique X. Alors
l’adhérence de A est la réunion de l’intérieur et de la frontière de A c’est-à-dire A =
A◦ ∪ b(A).
Démonstration. voir [1]
Exemple 1.9.1. Considérons les quatre intervalles [a, b], ]a, b[, ]a, b] et [a, b[ dont les extré-
mités sont a et b. L’intérieur de chacun est l’intervalle ]a, b[ et la frontière de chacun est
l’ensemble des extrémités, c’est-à-dire {a, b}.
Exemple 1.9.2. Considérons la topologie τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}} sur
X = {a, b, c, d, e}, et le sous-ensemble A = {b, c, d} de X. Les points c et d sont chacun
des points intérieurs de A puisque c, d ∈ {c, d} ⊂ A où {c, d} est un ouvert. Le point b ∈ A
n’est pas un point intérieur de A ; ainsi int(A) = {c, d}. Seul le point a ∈ X est extérieur
à A, c’est-à-dire intérieur au complémentaire Ac = {a, e} de A ; ainsi int(Ac) = {a}. Par
conséquent la frontière de A est formée des points b et e, c’est-à-dire b(A) = {b, e}.
Exemple 1.9.3. Considérons l’ensemble Q des nombres rationnels. Puisque tout ouvert de
R est formé à la fois des points rationnels et irrationnels, il n’y a pas des points intérieurs
ou extérieurs à Q ; ainsi int(Q) = ∅ et int(Qc) = ∅. Ainsi la frontière de Q est l’ensemble
des réels tout entier, c’est-à-dire b(Q) = R.
Définition 1.9.4. Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est dit non dense ou
rare dans X si l’intérieur de son adhérence est vide, c’est-à-dire int(Ā) = ∅.
Exemple 1.9.4. Considérons les sous-ensembles A = {1, 1

2
, 1

3
, 1

4
, ...} de R. Ainsi qu’il a

été noté précédemment, A a exactement un point limite, 0. Ainsi Ā = {0, 1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, ...}.

Remarquons que Ā n’a pas de point intérieur ; ainsi A est rare dans R.
Exemple 1.9.5. Soit A l’ensemble des nombres rationnels compris entre 0 et 1, c’est-à-dire

A = {x : x ∈ Q, 0 < x < 1}
Remarquons que l’intérieur de A est vide, c’est-à-dire int(A) = ∅. Mais A n’est pas rare
dans R car l’adhérence de A est [0, 1] et ainsi int(Ā) = int([0, 1]) =]0, 1[ n’est pas vide.

1.10 Espaces topologiques séparés

1.10.1 Définition et exemples

Espace de type T0 ou de Kolmogorov

Définition 1.10.1. On dit que X est de type T0 ou de Kolmogorov si, pour tout x1, x2 ∈ X,
x1 6= x2, alors l’un au moins de ces deux points admet un voisinage qui ne contient pas
l’autre. Autrement dit, il existe i ∈ {1, 2} et Vi ∈ V(xi) tel que j 6= i et xj /∈ V(xi).
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Espace de type T1 ou accessible (ou de Fréchet)

Définition 1.10.2. On dit que X est de type T1 ou de Fréchet si, pour tout x1, x2 ∈ X,
x1 6= x2, alors chacun de ces deux points admet un voisinage qui ne contient pas l’autre.
Autrement dit, il existe i ∈ {1, 2} et V1 ∈ V(x1) et V2 ∈ V(x2) tel que x1 /∈ V(x2) et
x2 /∈ V(x1).

Espaces de type T2 ou séparés (ou de Hausdorff)

Définition 1.10.3. Soit (X, τ) un espace topologique. On dit que X est séparé au sens de
Hausedorff si ∀a, b ∈ X avec a 6= b, il existe deux ouverts U1 et U2 disjoints (U1∩U2 6= ∅)
de τ tels que a ∈ U1 et b ∈ U2. On dit aussi que la topologie τ est séparée.

Une topologie séparée est une topologie qui a suffisamment d’ouverts pour distinguer les
points de X, et on peut être tenter d’inclure cette propriété dans les axiomes des ouverts.
La plupart des topologies qu’on rencontrera seront d’ailleurs séparées, et cette notion est
stable par beaucoup d’opérations : produit, sous-ensemble, etc. Malheureusement, elle n’est
pas stable par passage au quotient ; ce qui force à la traiter à part dans la présentation
générale des espaces topologiques.

Exemple 1.10.1. 1. La topologie discrète sur un espace topologique est séparée. En
effet, il suffit pour tous points a et b de prendre U1 = {a} et U2 = {b}.

2. La topologie usuelle de R est séparée.

Exemple 1.10.2. Un ensemble contenant au mons deux éléments et muni de la topologie
grossière n’est pas séparé.

Exemple 1.10.3. Une topologie plus fine qu’une topologie séparée est encore séparée.

Exercice 1.10.1. 1. Trouver un exemple d’espace topologique qui n’est pas T0.
2. Montrer que T1 implique T0. Trouver un exemple d’espace T0 non T1.
3. Montrer que T2 implique T1. Trouver un exemple d’un espace T1 non T1.

Remarque 1.10.1. Dans la suite du cours, quand on parle d’espace séparé, on fait allusion
à la séparation au sens de Hausdorff.

1.10.2 Parties finies d’un espace séparé

Propriété 1.10.1. Si A = {a1, · · · , an} est une partie finie d’un espace séparé X, alors A
est fermé.

Démonstration. En effet, dans un espace topologique séparé, tout singleton {ai} est un
fermé. Or A = ∪ni=1{ai} i.e A est une réunion des fermés et donc est un fermé.
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1.10.3 Espace séparé et unicité de la limite

Définition 1.10.4. Soit (X, τ) un espace topologique. Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de
X et soit l ∈ X. On dit que l est une limite de la suite (xn)n∈N quand n tend vers l’infini
si pour tout voisinage V de l dans X, il existe un rang à partir duquel tous les termes de
la suite sont dans V . Cela se résume

∀V ∈ Vl,∃NV ∈ N, ∀n ≥ NV , xn ∈ V .

Cela revient à dire que l est limite de la suite (xn)n∈N ssi tout voisinage de l contient
les xn à partir d’un certain rang.

Définition 1.10.5. (Valeur d’adhérence). On dit que l ∈ X est une valeur d’adhérence
de la suite (xn)n∈N si pour tout voisinage Vl de l, pour tout entier N il existe un entier
naturel n tel que n ≥ N et xn ∈ Vl.

Autrement dit, on dit que l est une valeur d’adhérence de la suite (xn)n∈N ssi pour
tout voisinage Vl de l, il existe une infinité d’indices n pour lesquels xn ∈ Vl.

Remarque 1.10.2. Si on munit X de la topologie grossière, alors n’importe quel élément
de X est limite de n’importe quelle suite. En particulier, toutes les suites sont convergentes.
Ceci peut expliquer le manque d’intérêt pour cette topologie. Ainsi, plus il y a d’ouverts dans
la topologie choisie, plus on pourra s’approcher "finement" des éléments de X.

Proposition 1.10.1. Dans un espace topologique séparé une suite converge vers au plus
un point.

Démonstration. Par absurde, supposons (xn)n∈N a deux limites distinctes l1 6= l2. Comme
(X, τ) est séparé, il existe deux voisinages V1 ∈ Vl1 et V2 ∈ Vl2 tels que V1∩V2 = ∅. D’après
la définition précédente des limites, il existe deux entiers n1 et n2 tels que

(∀n ≥ n1, xn ∈ V1)

et
(∀n ≥ n2, xn ∈ V2).

Mais alors
xmax{n1,n2} ∈ V1 ∩ V2 = ∅.

Ce qui est impossible. D’où l1 = l2.

Exemple 1.10.4. L’exemple le plus simple de topologie non séparée est la topologie gros-
sière sur un ensemble X ayant au moins 2 éléments. Tout élément x de X n’admet qu’un
seul voisinage X. Si (xn)n∈N est une suite dans X, tout point x de X est une limite de la
suite. Ainsi il n’y a pas unicité de la limite.

Remarque 1.10.3. Une topologie qui ne sépare pas les points est une topologie qui n’a pas
assez d’ouverts (de voisinages ou de fermés).
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Dans la suite, c’est le cas en analyse, on ne travaillera essentiellement avec des topologies
séparées. On continuera de préciser l’hypothèse "espace séparé" pour bien identifier où elle
intervient.

Proposition 1.10.2. Dans un espace topologique séparé tout singléton est un fermé.

Démonstration. Pour montrer que ∀x ∈ X, {x} est un fermé, il suffit de montrer que son
complémentaire {x}c est un ouvert ; donc que {x}c est voisinage de chacun de ses points.

Proposition 1.10.3. Soit (X, τ) un espace topologique et A ⊂ X. 0n a :
1. Si τ est séparée alors τA est séparéé.
2. Les fermés de τA sont les intersections avec A des fermés de τ .
3. Les voisinages de a ∈ A pour τA sont les intersections avec A des voisinages de a

pour τ .

Démonstration. Exercice

1.11 Exercices

Sur les topologies et ensembles ouverts

Exercice 1.11.1. Soit X = {a, b, c, d, e}. Indiquer si chacune des familles suivantes de
parties de X est une topologie ou non.

1. τ1 = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c}}

2. τ2 = {X, ∅, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, b, c, d}}

3. τ3 = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}}

Exercice 1.11.2. Soit τ la famille formé de R, ∅ et de tous les intervalles infinis ouverts
A =]q,∞[, avec q ∈ Q, ensemble des rationnels. Montrer que τ n’est pas une topologie sur
R.

Exercice 1.11.3. Soit τ une topologie sur un ensemble X formée de quatre parties, c’est-
à-dire de τ = {X, ∅, A,B} où A et B sont deux sous-ensembles propres no vide de X.
Quelles conditions doivent satisfaire A et B ?

Exercice 1.11.4. Déterminer toutes les topologies sur X = {a, b, c} qui comporte exacte-
ment quatre éléments.

Exercice 1.11.5. Soit f : X −→ Y une application d’un ensemble non vide X dans un
espace topologique (Y,U). De plus, soit τ la famille des images réciproques des ouverts de
Y :

τ = {f−1[G] : G ∈ U}

Montrer que τ est une topologie sur X.
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Sur les points d’accumulation

Exercice 1.11.6. Soit τ une topologie sur N formée de ∅ et de toutes les parties de N de
la forme En = {n, n+ 1, n+ 2, ...} où n ∈ N comme dans l’exercice 10.

1. Trouver les points d’accumulation de l’ensemble A = {4, 13, 28, 37}.
2. Trouver les sous-ensembles E de N pour lesquels E ′

= N.

Exercice 1.11.7. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X, τ). A quelle condi-
tion un point p ∈ X n’est-il pas un point limite de A ?

Exercice 1.11.8. Soit A un sous-ensemble quelconque d’un espace topologique discret X.
Montrer que l’ensemble dérivé A′ de A est vide.

Exercice 1.11.9. Considérons la topologie τ = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}
sur X = {a, b, c, d, e}. Déterminer les ensembles dérivés

1. de A = {c, d, e}.
2. de B = {b}.

Exercice 1.11.10. Démontrer que si A est un sous-ensemble de B, alors tout point limite
de A est également un point limite de B, c’est-à-dire que A ⊂ B implique A′ ⊂ B

′.

Exercice 1.11.11. Soit τ1 et τ2 deux topologies sur X telles que

τ1 ⊂ τ2

c’est-à-dire que tout sous-ensemble τ1-ouvert de X est également un sous-ensemble τ2-
ouvert de X.

i) Montrer que τ2-point limite de A est également un τ1-point limite de A.

ii) Construire un espace dans lequel un τ1-point limite n’est pas un τ2-point limite.

Exercice 1.11.12. Démontrer que si A et B sont deux sous-ensembles d’un espace topo-
logique (X, τ), alors (A ∪B)

′
= A

′ ∪B′.

Sur les ensembles fermés et densité

Exercice 1.11.13. Considérons les topologies suivantes sur X = {a, b, c, d, e} :
τ = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}

i) Déterminer les sous-ensembles fermés de X.
ii) Déterminer quelle est l’adhérence des ensembles {a} , {b} et {c, e}.
iii) Quels sont parmi les ensembles de ii) ceux qui sont denses dans X ?

Exercice 1.11.14. Soit τ la topologie de N formée de ∅ et de tous les sous-ensembles de
N de la forme En = {n, n+ 1, n+ 2, ...} où n ∈ N comme dans le problème 10.

i) Déterminer les fermés de (N, τ).
ii) Déterminer l’adhérence des ensembles {7, 24, 47, 85} et {3, 6, 9, 12, ...}.
iii) Déterminer les sous-ensembles de N qui sont denses dans N.
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Exercice 1.11.15. Soit τ la topologie de R formée de R, ∅ et de tous les intervalles infinis
ouverts Ea =]a,∞[ où a ∈ R.

i) Déterminer les fermés de (R, τ).
ii) Déterminer l’adhérence des ensembles [3, 7[, {7, 24, 47, 85} et {3, 6, 9, 12, ...}.

Exercice 1.11.16. Soit X un espace topologique discret.
i) Déterminer l’adhérence de n’importe quel sous-ensemble A de X.
ii) Déterminer les sous-ensembles denses de X.

Exercice 1.11.17. Soit A un espace topologique muni de la topologie grossière.
iii) Déterminer les fermés de X.
iii) Déterminer l’adhérence de tout sous-ensemble A de X.
iii) Déterminer les sous-ensembles denses de X.

Exercice 1.11.18. Démontrer le théorème 2.4 : Un sous-ensemble A d’un espace topolo-
gique est fermé ssi il contient chacun des ses points d’accumulation, c’est-à-dire si A′ ⊂ A.

Exercice 1.11.19. Démontrer que si F est un fermé contenant un ensemble quelconque
A, alors A′ ⊂ F .

Exercice 1.11.20. Démontrer que A ∪ A′ est un fermé.

Exercice 1.11.21. Démontrer que Ā = A ∪ A′.

Exercice 1.11.22. Démontrer que si A ⊂ B alors Ā ⊂ B̄.

Exercice 1.11.23. Démontrer que A ∪B = Ā ∪ B̄.

Exercice 1.11.24. Démontrer que
1. ∅ = ∅ ;
2. A ⊂ Ā ;
3. A ∪B = Ā ∪ B̄
4. (A) = A.

Sur l’intérieur, extérieur et frontière

Exercice 1.11.25. Considérons la topologie suivante

τ = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}

sur X = {a, b, c, d, e}.
1. Trouver les points intérieurs du sous-ensemble A = {a, b, c} de X.
2. Trouver les points extérieurs de A.
3. Trouver les points frontières de A.

Exercice 1.11.26. Démontrer que l’intérieur d’un ensemble A est égal à la réunion de
tous les ouverts contenus dans A. De plus :

1. A◦ est ouvert ;
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2. A◦ est le plus grand ouvert contenu dans A, c’est-à-dire si G est un ouvert contenu
dans A alors G ⊂ A◦ ⊂ A ;

3. A est ouvert ssi A = A◦.

Exercice 1.11.27. Soit A est sous-ensemble propre non vide d’un espace topologique X
muni de la topologie grossière. Trouver l’intérieur, l’extérieur et la frontière de A.

Exercice 1.11.28. Soit τ la topologie sur R formée de R, ∅ et de tous les intervalles infinis
ouverts Ea = [a,∞[ où a ∈ R. Trouver l’intérieur, l’extérieur et la frontière de l’intervalle
infini fermé A = [7,∞[.

Exercice 1.11.29. Démontrer que : Ā = int(A) ∪ b(A).

Exercice 1.11.30. Démontrer à l’aide d’un contre-exemple que l’application f qui a tout
ensemble associe son intérieur, c’est-à-dire que f(A) = int(A), ne commute pas avec la
fonction g qui associe à chaque ensemble son adhérence, c’est-à-dire g(A) = Ā.

1.11.1 Sur voisinages et systèmes de voisinages

Exercice 1.11.31. Considérons la topologie τ = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}
sur X = {a, b, c, d, e}. Déterminer les voisinages

1. du point e ;
2. du point c.

Exercice 1.11.32. Déterminer le système de voisinage d’un point p quelconque d’un espace
topologique muni de la topologie grossière.

Exercice 1.11.33. Démontrer que l’intersection N ∩M de deux voisinages quelconques
N et M d’un point p est également un voisinage de p.

Exercice 1.11.34. Démontrer que tout ensemble M contenant N d’un point p est égale-
ment un voisinage de p.

Exercice 1.11.35. Indiquer si chacun des intervalles suivants est ou non un voisinage de
0 pour R muni de la topologie usuelle R.

1. ]− 1
2
, 1

2
] ;

2. ]− 1, 0] ;
3. [0, 1

2
[ ;

4. ]0, 1].

Exercice 1.11.36. Démontrer qu’un ensemble G est ouvert ssi il est voisinage de chacun
des ses points.

Exercice 1.11.37. Soit Np le système de voisinage d’un point p dans un espace topologique
X. Montrer que :

1. Np est non vide et p appartient à chaque élément de Np.
2. L’intersection de deux éléments quelconques de Np appartient à Np.
3. Tout ensemble contenant un élément de Np appartient à Np.
4. Chaque élément N ∈ Np contient un élément G ∈ Np ou G est voisinage de chacun

de ses points.
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1.11.2 Sur la topologie induite

Exercice 1.11.38. Déterminer la topologie induite sur N par la topologie usuelle de R.

Exercice 1.11.39. Considérons sur X = {a, b, c, d, e} la topologie

τ = {X, ∅, {a}, {a, b}, {a, c, d}, {a, b, c, d}, {a, b, e}}

Déterminer les éléments de la topologie τA induite sur A = {a, c, e}.

Exercice 1.11.40. Considérons la topologie usuelle U de la droite réelle R. Décrire la
topologie UN induite sur l’ensemble N des entiers positifs.

Exercice 1.11.41. Soit A un ensemble τ -ouvert de (X, τ) et soit A ⊂ Y ⊂ X. Montrer
que A est également ouvert pour la topologie induite sur Y , c’est-à-dire que A est une partie
τY -ouvert de Y .

Exercice 1.11.42. Considérons la topologie usuelle U de la droite réelle R. Déterminer
si chacun des sous-ensembles suivants de I = [0, 1] sont ouverts relativement à I ou non,
c’est-à-dire τI ouvert :

1. ]1
2
, 1] ;

2. ]1
2
, 2

3
[ ;

3. ]0, 1
2
].

Exercice 1.11.43. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique (X, τ). Montrer que la
topologie induite τA est bien définie. En d’autres termes montrer que τA = {A∩G : G ∈ τ}
est une topologie sur A.

Exercice 1.11.44. Soit (X, τ) un sous-espace de (Y, τ ∗) et soit (Y, τ ∗) un sous-espace de
(Z, τ ∗∗). Montrer que (X, τ) est également un sous-espace de (Z, τ ∗∗).



Chapitre Deux

Applications continues

Chaque fois que l’on étudie une structure sur un ensemble, il est naturel de savoir quelles
sont les applications qui conservent cette structure. les applications continues jouent un
rôle important en Topologie. Dans ce chapitre, nous étudions des applications continues en
général et nous allons terminer par des cas particuliers des applications continues à savoir
les homéomorphismes.

2.1 Rappels
Avant d’aborder les applications continues, rapellons d’abord quelques propriétés des

applications entre ensembles

Définition 2.1.1. Si A ⊂ X et B ⊂ Y , on appelle image directe de A par f l’ensemble

f(A) := {f(x) ∈ Y ;x ∈ A}

et on appelle image réciproque de B par f l’ensemble

f−1(B) := {x ∈ X; f(x) ∈ B}

Soient f : X → Y une application ; (Ai)i∈I une famille de sous-ensembles de X et
(Bj)j∈J une famille de sous-ensembles de Y . On a les propriétés suivantes

1. f(∪i∈IAi) = ∪i∈If(Ai).
2. f(∩i∈IAi) ⊆ ∩i∈If(Ai), avec l’égalité si f est injective.
3. f−1(∪j∈JBj) = ∪j∈Jf−1(Bj).
4. f−1(∩j∈JBj) = ∩j∈Jf−1(Bj).
5. f−1(Bc) = [f−1(B)]c.
6. A ⊆ f−1[f(A)] ; avec égalité si f est injective.
7. f [f−1(B)] ⊆ B ; avec égalité si f est surjective.
8. A1 ⊂ A2 ⇒ f(A1) ⊂ f(A2).
9. B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2).
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2.2 Applications continues

2.2.1 Continuité en un point

Définition 2.2.1. Une application f : (X, τ) → (Y, τ ∗) est continue en p ∈ X si l’image
réciproque f−1[H] de tout ouvert H ⊂ Y contenant f(p) contient un ouvert G ⊂ X conte-
nant p ou, ce qui revient au même, si l’image réciproque de tout voisinage de f(p) est un
voisinage de p, i.e,

V ∈ Vf(p) ⇒ f−1[V ] ∈ Vp

Remarquons que, pour la topologie usuelle sur la droite réelle R, cette définition coincide
avec la définition par ε et δ de la continuité en un point pour les applications f : R→ R.

Définition 2.2.2. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors une application f : X →
Y est continue si elle est continue en tout point de X.

Théorème 2.2.1. Soient (X, τ) et (Y, τ ∗) deux espaces topologiques. Une application f de
X dans Y est continue relativement à τ et τ ∗, ou simplement continue ssi l’image réciproque
f−1[H] de tout ouvert pour τ ∗ de Y est un ouvert pour τ de X, i.e ssi

G ∈ τ ∗ implique f−1[G] ∈ τ

On écrira f : (X, τ)→ (Y, τ ∗) pour désigner une application de X dans Y quand il y a
lieu d’indiquer les topologies mises en jeu.

Exemple 2.2.1. Considérons les topologies suivantes X = {a, b, c, d} et de Y = {x, y, z, w} :

τ = {X,φ, {a}, {a, b}, {a, b, c}}, τ ∗ = {Y, φ, {x}, {y}, {x, y}, {y, z, w}}

Considérons également les applications f : X → Y et g : X → Y définies par les schémas
ci-dessous :

L’application f est continue puisque l’image réciproque de chaque élément de la topologie
τ ∗ sur Y est un élément de la topologie τ sur X. L’application g n’est pas continue puisque
{y, z, w} ∈ τ ∗, i.e est un ouvert de Y , alors que son image réciproque g−1[y, z, w] = {c, d}
n’est pas un ouvert de X, i.e n’appartient pas à τ .
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Exemple 2.2.2. Considérons un espace discret quelconque (X, τd et un espace topologique
(Y, τ) quelconque. Alors toute application f : X → Y , est continue relativement à τd et τ .
Car si G est un ouvert quelconque de Y son image réciproque f−1[G] est un ouvert de X
puisque toute partie d’un espace discret est un ouvert.

Exemple 2.2.3. Soit f : X → Y où X et Y sont des espaces topologiques et soit β une
base de la topologie de Y . Supposons que pour tout élément B ∈ β, f−1[B] soit un ouvert
de X, alors H = ∪iBi , une réunion d’éléments de β. Or

f−1[H] = f−1[∪iBi] = ∪if−1[Bi]

et chaque f−1[Bi] est ouvert par hypothèse. Ainsi f−1[H] est réunion d’ouverts et donc un
ouvert. Par conséquent f est continue.

Nous allons énoncer de façon plus formelle le résultat de l’exemple précédent.

Proposition 2.2.1. Une application f : X → Y est continue ssi l’image réciproque de
tout élement d’une base de Y est un ouvert de X.

On peut caractériser les applications continues à l’aide des sous-bases :

Théorème 2.2.2. Soit δ une sous-base d’un espace topologique Y . Alors une application
f : X → Y est continue ssi l’image reciproque de tout élement de δ est un ouvert de X.

Exemple 2.2.4. Les projections du plan R2 sur la droite R sont toutes les deux continues
relativement aux topologies usuelles. Considérons par exemple la projection π : R2 → R
définie par π(〈x, y〉) = y. Alors l’image réciproque d’un intervalle ouvert quelconque ]a, b[
est une bande ouverte infinie donc ouverte. Ainsi l’image réciproque de tout ouvert de R
est un ouvert de R2 et donc π est continue.

Les applications continues peuvent être caracterisées par leur comportement vis-à-vis
des ensembles fermés.

Théorème 2.2.3. Une application f : X → Y est continue ssi l’images réciproque de tout
ensemble fermé de Y est un fermé de X.

Démonstration. Exercice

2.2.2 Applications continues et proximité arbitraire

Définition 2.2.3. Soit X un espace topologique. Un point p ∈ X est dit arbitrairement
proche d’un ensemble A ⊂ X si

(i) soit p ∈ A
(ii) soit p un point d’accumulation de A.

On rappelle que A = A ∪ A′ , ainsi l’adhérence de A est constituée précisement par les
points de X qui sont arbitrairement proches de A. On rappelle également que

A = A◦ ∪ b(A)

Ainsi p est arbitrairement proche de A si p est soit un point intérieur soit un point de
la frontière de A. Les applications continues peuvent également etre caracterisées comme
étant les applications qui conservent la proximité arbitraire, à savoir :
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Théorème 2.2.4. Une application f : X → Y est continue ssi pour tout p ∈ X et tout
A ⊂ X, p est arbitrairement proche de A⇒ f(p) arbitrairement proche de f [A] ou

p ∈ A⇒ f(p) ∈ f(A)

ou
f(A) ⊂ f(A)

Démonstration. Exercice en TD

2.2.3 Continuité séquentielle en un point

Définition 2.2.4. Une application f : X → Y est séquentiellement continue en un
point p ∈ X ssi pour toute suite 〈an〉 de X convergeant vers p, la suite 〈f(an)〉 converge
vers f(p), i.e

an → p implique f(an)→ f(p)

La continuité séquentielle et la continuité en un point sont reliées de la façon suivante :

Proposition 2.2.2. Si une application f : X → Y est continue en p ∈ X, alors elle est
séquentiellement continue en p.

Remarque 2.2.1. La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie. Considérons
par exemple la topologie τ de la droite reelle R formée de ∅ et des complémentaires des
ensembles dénombrables. On rappelle qu’une suite 〈an〉 converge vers p ssi elle est de la
forme

〈a1, a2, ..., an, p, p, p, ...〉

Alors pour toute application f : (R, τ)→ (X, τ ∗),

〈f(an)〉 = 〈f(a1), f(a2), ..., f(an), f(p), f(p), f(p), ...〉

converge vers f(p). En d’autres termes, toute application définie sur (R, τ) est séquentiel-
lement continue. Réciproquement, la fonction f : (R, τ)→ (R,U) définie par f(x) = x, i.e
la fonction identique, n’est pas continue relativement à τ et U puisque f−1(]0, 1[) =]0, 1[
n’est pas un ouvert pour τ de R.

Les caractérisations des applications continues sont résumées dans le théorème suivant :

Théorème 2.2.5. Soient (X,T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques et soit f : X → Y
une application. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. L’application f est continue ;
2. Pour tout ω′ ∈ T ′, on a f−1(ω′) ∈ T ;
3. Pour tout fermé F de Y , f−1(F ) est un fermé de X ;
4. Si β′ est une base de T ′, alors pour tout ω′ ∈ β′, on a f−1(ω′) ∈ T ;
5. Si A est une partie non vide de X alors f(A) ⊂ f(A).

Démonstration. [5]
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Exemple 2.2.5. 1. On retrouve évidemment toutes les fonctions continues au sens clas-
sique de R dans R, ou de Rn dans Rp, telles que x 7→ x2, sin(x), (x, y) 7→ x2 + y2.

2. Si X est muni de la topologie discrète, toute application f : X → Y est continue.
3. Si Y est muni de la topologie grossière, toute application f : X → Y est continue.
4. Une application constante f : X → Y est toujours continue : si f(X) = y0, f

−1(V )
est soit X, si y0 ∈ V , soit vide, si y0 ∈ V .

5. La continuité d’une application dépend des topologies que l’on considère. Par exemple,
soit X = {0, 1}, τ1 = {∅, {0, 1}, {0}}, τ2 = {∅, {0, 1}, {1}}. L’application identité
id : (X, τ1)→ (X, τ2) est évidemment continue, alors que la même application, mais
avec des topologies différentes id : (X, τ1) → (X, τ2) n’est pas continue au point 1,
car id−1({1}) = {1}, qui n’est pas ouvert pour τ1 ; par contre, elle est continue au
point 0.

Remarque 2.2.2. En général, l’image directe d’un ouvert par une application continue
n’est pas un ouvert. Par exemple, prenons f : R→ R, f(x) = x2 ; alors f(]− 1, 1[) = [0, 1[,
qui n’est pas ouvert dans R.

2.3 Applications ouvertes et applications fermées
Une application continue a la propriété que l’image réciproque de tout ouvert est un

ouvert et que l’image réciproque d’un fermé est un fermé. Il est alors naturel de se proposer
d’étudier les applications suivantes :

Définition 2.3.1. 1. Une application f : X → Y est dite ouverte si l’image de tout
ouvert est un ouvert.

2. Une application f : X → Y est dite fermée si l’image de tout fermé est un fermé.

En général, les applications qui sont ouvertes ne sont pas nécessairement fermées et
vice-versa. D’ailleurs l’application de notre premier exemple est ouverte et continue mais
non fermée.

Exemple 2.3.1. Considérons π : R2 → R du plan R2 sur l’axe (ox), i.e π(〈x, y〉) = x.
Remarquons que la projection π[D] de tout disque ouvert D ⊂ R2 est un intervalle ouvert.
Ainsi tout point π(p) de l’image π[G] d’un ouvert G ⊂ R2 appartient à un intervalle ouvert
contenu dans π[G] , i.e que π[G] est ouvert. Par conséquent π est une application ouverte.
Par ailleurs π n’est pas une application fermée, car l’ensemble A = {〈x, y〉 : xy > 1, x > 0}
est fermé alors que sa projection π[A] =]0,∞[ n’est pas fermée.(Faire la figure).
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Proposition 2.3.1. Soient (X,T ), (Y, T ′) et (Z, T ′′) des espaces topologiques. Si f : X →
Y et g : Y → Z sont des applications continues, alors g ◦ f est une application continue.

Démonstration. Exercice

2.4 Homéomorphismes
Un espace topologique (X, τ) est, comme on l’a vu, la donnée d’un ensemble X et d’une

famille distinguée τ de parties de X vérifiant certains atomes. Pour deux espaces tels que
(X, τ) et (Y, τ ∗) il existe plusieurs applications f : X → Y . Nous avons préféré d’étudier les
fonctions continues ou ouvertes ou fermées plutot que des applications arbitraires puisque
ce sont ces fonctions qui conservent certains aspects de la structure des espaces (X, τ) et
(Y, τ ∗).

Définition 2.4.1. Soient (X,T ) et (Y, T ′) deux espaces topologiques. Un homéomorphisme
de X dans Y est une application bijective de X dans Y , continue et d’inverse continue.

S’il existe un homéomorphisme entre (X,T ) et (Y, T ′), ces espaces sont dit homéo-
morphes ou topologiquement équivalents. Il s’agit d’une relation d’équivalence entre
espaces topologiques.
Quand des espaces sont homéomorphes, rien ne permet de les distinguer d’un point de
vue topologique, et on les considérera donc comme égaux. Il est aussi important de noter
que les notions que nous introduirons dans les chapitres suivants seront des notions pu-
rement topologiques seulement si elles sont préservées par homéomorphisme. Il sera donc
important de prouver que c’est le cas.

Figure 2.1 – Espaces homéomorphes

Définition 2.4.2. Une application f est dite bicontinue si f est ouverte et continue. Alors
f : X → Y est un homéomorphisme ssi f est bicontinue et bijective.
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Exemple 2.4.1. L’application f : R→]− 1, 1[ définie par

f(x) =
x

1+ | x |

est continue et bijective de réciproque

f(y) =
y

1− | y |

De plus son application réciproque f−1 est également continue. Ainsi la droite réelle R et
l’intervalle ouvert ]− 1, 1[ sont homéomorphes.

Figure 2.2 – homéo entre I et R

Exemple 2.4.2. Les ensembles C et le disque unité ouvert U = {z ∈ C :| z |< 1} sont
homéomorphes. Considérer l’application

f(z) =
z

1+ | z |

qui est continue et de réciproque

g(z′) =
z′

1− | z′ |

qui est elle aussi continue.

Exemple 2.4.3. Soient X et Y deux espaces discrets. Comme on l’a déjà vu, toutes les
applications de l’un dans l’autre sont continues. Ainsi X et Y sont homéomorphes ssi il
existe une application bijective de l’un dans l’autre, c-à-d ssi leur cardinal est le même.

Remarque 2.4.1. La relation définie sur toute famille d’espaces topologiques par "X est
homéomorphe a Y " est une relation d’équivalence.

Ainsi d’après le théorème fondamental sur les relations d’équivalence, sur toute famille
d’espaces topologiques, il existe une partition en classes d’espaces topologiquement équi-
valents. Les homéomorphismes ont les propriétés suivantes :

Propriété 2.4.1. Si f est un homéomorphisme alors f−1est un homéomorphisme.

Propriété 2.4.2. Un homéomorphisme est une application à la fois ouverte et fermée.
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2.5 Propriétés topologiques
Définition 2.5.1. Une propriété P est dite topologique ou être un invariant topolo-
gique si toutes les fois qu’un espace topologique (X, τ) à la proppriété P alors tout espace
homéomorphe à (X, τ) a également la propriété P .

Exemple 2.5.1. La droite reelle R est homeomorphe à l’intervalle ouvert X =] − 1, 1[.
Ainsi la longueur n’est pas une propriete topologique puisque X et R ont des longueurs
differentes, de même la propriete d’etre borné n’est pas une propriete topologique puisque
X est borné mais que R ne l’est pas.

Exemple 2.5.2. Soit X l’ensemble des reels positifs, c’est a dire X =]0,∞[. La fonction

f : X → X definie par f(x) =
1

x
est un homeomorphisme de X dans X. Remarquons que

la suite
〈an〉 = 〈1, 1

2
,
1

3
, · · · 〉

correspond par l’homeomorphisme à la suite

〈f(an)〉 = 〈1, 2, 3, · · · 〉

La suite 〈an〉 est une suite de cauchy ; mais la suite 〈f(an)〉 ne l’est pas. Ainsi la propriété
pour une suite, d’être de cauchy, n’est pas une propriété topologique.

La plus grande partie de la topologie est consacrée à l’étude de conséquences de certaines
propriétés topologique, comme la compacité et la connexité. En fait, de façon tout à fait
formelle, la topologie est l’étude des invariants topologiques. Dans l’exemple suivant , on
définit la connexité et on montre que c’est une propriété topologique.

Exemple 2.5.3. On sait que si f : I ⊂ RtoR est continue, où I est un untervalle, alors
f(I) est un intervalle. Cela est dû au fait que I est une partie connexe de R. On peut donc
generaliser aux espaces dits connexes lorsque f est un homéomorphisme.

Un espace topologique (X, τ) est non connexe ssi X peut s’écrire comme la réunion de
deux ouverts disjoints non vides, i.e X = G ∪H où G,H ∈ τ, G ∩H = ∅ avec G,H 6= ∅
Si f : X → Y est un homéomorphisme, alors X = G ∪H ssi Y = f [G] ∪ f [H] et donc Y
est non connexe ssi il en est de même pour X. L’espace (X, τ) est alors connexe ssi il n’est
pas non connexe. Ainsi donc la connexité est une propriété topologique.

2.5.1 Applications continues et séparation

Proposition 2.5.1. Soient x1 6= x2 ∈ X. S’il existe une application f continue de X dans
Y séparé telle que f(x1) 6= f(x2) alors X est séparé.

Démonstration. Comme Y est séparé, il existe deux ouverts V1 3 f(x1) et V2 3 f(x2) tel
que V1 ∩ V2 = ∅. Ainsi U1 = f−1(V1) et U2 = f−1(V2) sont des ouverts contenant x1 et x2

respectivement car f est continue. On a alors

U1 ∩ U2 = f−1(V1) ∩ f−1(V2) = f−1(V1 ∩ V2) = ∅.

D’où X est séparé.
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Corollaire 2.5.1. 1. S’il existe une injection continue i : A→ X avec X séparé, alors
A est séparé.

2. Si X et y sont homéomorphes et si Y est séparé, alors X est séparé.

Remarque 2.5.1. L’image continue de X séparé n’est pas toujours séparée.

Démonstration. Par contre exemple, considérons X = R muni de sa topologie usuelle et
Y = R muni de la topologie grossière. Soit l’application f : X → Y tel que f(x) = x. Nous
avons X séparé, mais Y est non séparé.

Théorème 2.5.1. Soient f et g deux applications continues d’un espace topologique X
dans Y séparé. L’ensemble A = {x ∈ X : f(x) = g(x)} est fermé dans X.

Démonstration. Exercice

2.6 Topologies induites par des applications
Soit (Yi, τi) une famille quelconque d’espace topologiques et pour chaque Yi supposons

que soit donnée une application fi : X → Yi définie sur un certain ensemble non vide
X. Nous allons étudier les topologies de X vis-a-vis desquelles toutes les fonctions fi sont
continues. Rappelons que fi est continue pour une certaine topologie sur X si l’image
réciproque de tout ouvert de Yi est un ouvert de X. Ainsi nous sommes amenés à considérer
la famille suivante de parties de X :

δ = ∪i{f−1
i [G] : G ∈ τ}

Donc δ est constitué par les images récipoques de chaque ouvert de chaque espace Yi. La
topologie τ sur X engendrée par δ est appelée la topologie induite (ou engendrée ) par les
applications fi. Les principales propriétés de τ sont énumeréés dans le théorème suivant :

Théorème 2.6.1. (i) Toutes les applications fi sont continues pour τ .
(ii) τ est l’intersection de toutes les topologies sur X pour lesquelles les applications fi
sont continues.

(iii) τ est la plus petite,c-à-d la moins fine, des topologies sur X pour lesquelles les
applications fi sont continues.

(iv) δ est une sous-base pour la topologie τ .

Nous appellerons δ la sous-base de définition de la topologie engendrée par les applica-
tions fi, i.e la topologie la moins fine sur X pour laquelle les fonctions fi soient continues.

2.6.1 Topologie initiale et topologie finale

L’application suivante est-elle continue de R dans R :

f(x) =

{
3 si x = 1;

2 si x 6= 1?
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Cette réponse dépend des topologies sur l’espace source R (au départ) ou sur l’espace but
R (à l’arrivée). En effet, si on considère f : (R, τu)→ (R, τg), l’application f est continue.
Ceci reste vrai quelle que soit la topologie fixée sur l’espace source.
De la même manière, si on considère f : (R, τd) → (R, τu), cette application est continue,
et ceci reste vrai quelle que soit la topologie que l’on considère sur l’espace but.
Dans cette section, nous allons considérer une application f : X → Y et fixer une topologie
sur l’un de ces deux espaces. Nous déterminerons ensuite la topologie sur l’autre qui rend
l’application f continue et qui s’éloigne le plus des exemples triviaux cités plus haut. Cela
donnera lieu aux concepts de topologie initiale et finale relative à f .
Outre la curiosité de rendre la fonction définie plus haut continue, ces notions vont nous
permettre d’introduire simplement et d’obtenir des propriétés pour les sous-espaces to-
pologiques et les produits d’espaces topologiques où la topologie sera définie comme une
topologie initiale, et pour les espaces quotients, où la topologie est une topologie finale.

Définition 2.6.1. Soient (X, τ) un espace topologique, Y un ensemble et ϕ : (X, τ) → Y
une application. On appelle topologie finale associée à ϕ l’unique topologie la plus fine
sur Y qui rende l’application ϕ continue. Elle est notée τϕ ou ϕ(τ) et définie par

τϕ = {V ∈ P(Y ) : ϕ−1(V ) ∈ τ}

Exercice 2.6.1. Montrer que τϕ est bien une topologie et qu’elle est plus fine que toute
autre topologie sur Y .

Définition 2.6.2. Soient (Y, τ ′) un espace topologique, X un ensemble et ϕ : X → (Y, τ ′)
une application. On appelle topologie initiale associée à ϕ l’unique topologie la moins
fine sur X qui rende l’application ϕ continue. Elle est notée ϕ−1(τ ′) et définie par

ϕ−1(τ ′) = {ϕ−1(V ) : V ∈ τ ′}

Exercice 2.6.2. Montrer que ϕ−1(τ ′) est bien une topologie et qu’elle est moins fine que
toute autre topologie sur Y .

2.6.2 Topologie produit

Dans cette section, I désigne un ensemble d’indices, qui peut être soit fini, soit infini,
dénombrable ou non. On se donne une famille d’espaces topologiques {(Xi, τi) : i ∈ I}. Le
produit cartésien des ensembles Xi est l’ensemble

Πi∈IXi = {(xi)i∈I : xi ∈ Xi, ∀i ∈ I}

C’est donc l’ensemble de toutes les familles formées avec les éléments des ensembles Xi.
Cette notion de produit a déjà été rencontrée, comme le montrent les deux exemples sui-
vants.

Exemple 2.6.1. Si I est fini, disons I = {1, · · · , p}, alors le produit cartésien s’écrit

Πi∈IXi = X1 ×X2 × · · · ×Xp = {(x1, x2, · · · , xp) : xi ∈ Xi,∀i ≤ p}
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On peut garder cet exemple en tête, pour se faire une idée, mais il ne sera pas suffisant,
comme nous allons le voir. Un deuxième exemple est donné par l’espace des suites à valeurs
dans un ensemble.

Exemple 2.6.2. Soient I = N (ou plus généralement un ensemble dénombrable) et X un
ensemble. L’espace des suites d’éléments de X est

XN = Π∞i=0X(i) = {(xm)m∈N : xm ∈ X, ∀i ∈ N}

Il s’agit ici encore d’un exemple assez simple, puisqu’on a un ensemble d’indices bien connu,
et qu’on peut encore écrire un produit infini dénombrable comme

X0 ×X1 × · · · ×Xk × · · ·

Définition 2.6.3. Pout tout i compris entre 1 et k, soit la projection canonique de X sur
Xi, i.e l’application πi : X → Xi, (x1, x2, · · · , xk) 7→ xi. On appelle topologie produit la
topologie la moins fine sur X qui rendent les projections πi continues. C’est la topologie
initiale sur X associée aux projections πi.

Les ouverts de cette topologie sont les produits les images réciproques par πi des ouverts
Ui des Xi i.e

τπ := {Πk
i=1Ui, Ui ∈ τi}

2.7 Topologie quotient

2.7.1 Rappels sur les espaces quotient

Définition 2.7.1. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. On défi-
nit le quotient X/R de X par la relation d’équivalence R comme l’ensemble des classes
d’équivalence.

L’application π : X → X/R, qui à x associe sa classe d’équivalence (souvent notée [x]
ou x), est surjective ; elle est appelée projection canonique (ou application quotient). On
note souvent x ∼ y au lieu de xRy et X/ ∼ à la place de X/R.

Exemple 2.7.1. Par exemple, sur Rn, on peut définir la relation d’équivalence : x ∼ y ⇔
x− y ∈ Zn. L’ensemble quotient est Tn := Rn/ ∼, le tore de dimension n.

Définition 2.7.2. (Le saturé d’une partie d’un ensemble).
Soit A une partie de X, l’ensemble des points de X qui sont équivalents à un point de A est
appelé le saturé de A pour la relation d’équivalence. Le saturé de A s’écrit alors π−1(π(A))
où π est la projection canonique de X sur X/R.

Définition 2.7.3. Une application f : X → Y est compatible avec la relation d’équivalence
(ou passe au quotient) si elle est constante sur les classes d’équivalence i.e. on a f(x) = f(y)
pour tout (x, y) élément de X ×X vérifiant x ∼ y.
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Parmi les exemples les plus fréquents des espaces quotients, on peut citer l’action de
groupe.

Définition 2.7.4. Soit G un groupe et X un ensemble. Une action (à gauche) de G sur X
est une application G×X → X, (g, x) 7→ g.x telle que ∀x ∈ X, ∀g, h ∈ G, (gh).x = g(h.x)
et e.x = x, où e est l’élément neutre de G.

On peut alors considérer la relation d’équivalence associée dont les classes d’équivalences
sont les orbites de l’action de G : x ∼ y ⇔ ∃g ∈ G tel que y = g.x. L’espace quotient est
noté X/G.

Exemple 2.7.2. Par exemple, Tn := Rn/Zn le tore de dimension n est défini comme le
quotient de Rn par l’action par translations entière de Zn sur Rn. On a donc la relation
d’équivalence : x ∼ y ⇔ ∃m ∈ Zn tel que y = x+m.

2.7.2 Topologie quotient

Définition 2.7.5. Soit (X, τ) un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et π la surjection canonique de X sur X/R. On appelle topologie quotient la topologie
la plus fine sur X/R qui rend la surjection canonique continue. C’est la topologie finale
associée à la surjection canonique.

L’espace topologique (X/R, τπ) est appelé espace topologique quotient de (X, τ) par R.
La topologie quotient est donc définie par

τπ := {U ⊂ X/R : π−1(U) ∈ τ}

Exercice 2.7.1. Montrer que τπ est bien une topologie.

On déduit de la définition précédente que les ouverts de la topologie quotient sont les
ensembles dont l’image inverse par π sont ouverts dans X. Il est important de pouvoir
définir des applications continues sur un espace quotient X/R. Elles peuvent toutes être
définies comme induites par des applications continues sur l’espace X. C’est l’objet du
théorème de factorisation suivant.

Théorème 2.7.1. Soient f : X → Y une application et R une relation d’équivalence sur
X. Si f est constante sur les classes d’équivalence (i.e. xRy ⇒ f(x) = f(y)), alors il
existe une unique application f̃ : X/R → Y telle que f = f̃ ◦ π. Réciproquement, toute
application g : X/R → Y est obtenue de cette façon, de manière unique. L’application
f : (X, τ)→ (Y, τ ′) est alors continue si, et seulement si, f̃ : (X/R, π(τ))→ (Y, τ ′) l’est.

On a le diagramme commutatif :
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Figure 2.3 – Propriété de factorisation

Démonstration. [5]

On dit que f se factorise à travers π, ou que f induit f̃ .
Cette propriété est notamment importante pour démontrer que certains espaces quotients
sont séparés.

Remarque 2.7.1. La difficulté de la topologie quotient provient du fait qu’elle n’est pas
toujours séparée comme le montre le théorème suivant.

Théorème 2.7.2. Pour que l’espace quotient soit séparé, il faut que le graphe Γ de la
relation R soit fermé.

Démonstration.

Théorème 2.7.3. (Propriétés fondamentales de la topologie quotient). Soit X un
espace topologique et R une relation d’équivalence sur X ; on munit X/R de la topologie
quotient. Alors :

1. La topologie quotient est la plus fine pour laquelle la projection canonique π : X →
X/R est continue ;

2. Soit Y un espace topologique et f : X → Y une application qui passe au quotient en
f . Alors f est continue ⇐⇒ f est continue.

3. Si l’application f est ouverte, alors f est aussi ouverte. Si f est fermée, alors f est
aussi fermée.

2.7.3 Exemples des espaces topologiques quotient

On donne dans la suite quelques exemples de la topologie quotient.

Exemple 2.7.3. Sur Rn+1 \ {0}, on considère la relation d’équivalence suivante :

∀x, y ∈ Rn+1 \ {0}, x v y ⇔ ∃λ ∈ R, λ 6= 0 : y = λx

” v ” est une relation d’équivalence.(exercice).
On pose PnR = Rn+1 \ {0}/v l’ensemble des classes d’équivalence. PnR est appelé espace
projectif réel de dimension n.
On note π : Rn+1 − {0} → PnR l’application de passage au quotient. L’espace P nR est
compacte en tant qu’image de Sn par l’application continue π.
L’espace PnR peut être muni d’une topologie quotient : ∀i 6 i 6 i 6 n, on pose

Ui = {(x0, · · · , xn) ∈ Rn+1;xi 6= 0}



Topologie quotient 39

Ui est un ouvert de Rn+1 car complémentaire de fermé (U ′i : {(x0, · · · , xn)/xi = 0}. En
effet, l’application

Xi : Rn+1 → R
(x0, · · · , xn) 7→ xi

est continue. Alors X−1
i {0} est fermé car {0} est fermé et Xi continue. Sur Ui, on définit

les applications

ϕi : Ui → Rn

(x0, ..., xn) 7→
(x0

xi
, · · · , xi−1

xi
,
x̂i
xi
,
xi+1

xi
, · · · , xn

xi

)
où le signe ˆ signifie que le terme correspondant est est omis. Ce sont des applications
continues et ϕi(x) = ϕi(y)⇔ π(x) = π(y).
D’après les propriétés de la topologie quotient, Vi = ϕ(Ui) est un ouvert de P nR, et ϕ passe
au quotient et donne une application φi : Vi → Rn.
Explicitement,

φi
(
p(x)

)
=
(x0

xi
, · · · , xi−1

xi
,
x̂i
xi
,
xi+1

xi
, · · · , xn

xi

)
L’application réciproque est donnée par

φ−1
i (y0, · · · , yn−1) = p(y0, · · · , yi−1, 1, yi, · · · , yn−1)

ce qui montre que φi est un homéomorphisme de Vi sur Rn.

Exemple 2.7.4. Le tore T2. Le tore T2 peut être redéfini comme quotient du carré [0, 1]×
[0, 1] par les identifications (s, 0) ∼ (s, 1) et (0, t) ∼ (1, t). L’application

f : [0, 1]× [0, 1]; f(s, t) =
((

cos(2πs), sin(2πs)), (cos(2πt), sin(2πt)
))

induit un homéomorphisme de [0, 1]× [0, 1]/ ∼ sur S1×S1. Ceci permet de plonger T2 dans
R4.

Figure 2.4 – Tore comme quotient

Remarque 2.7.2. On peut voir aussi T2 comme une surface de R3. En effet, c’est la
surface

{(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 − (R− r)2 + z2 = r2, oùR > r > 0}

Exemple 2.7.5. Le ruban de Mobius. Le ruban de Möbius, est défini comme le quotient
du carré [0, 1]× [0, 1] par l’identification : (0, t) ∼ (1, 1− t).
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Figure 2.5 – Ruban de Mobius

Exemple 2.7.6. La bouteille de Klein. La bouteille de Klein, est définie comme le
quotient du carré [0, 1]× [0, 1] par l’identification : (s, 0) ∼ (s, 1) et (0, t) ∼ (1, 1− t). Cette

Figure 2.6 – Bouteille de Klein

surface ne peut pas être plongée dans R3 mais dans R4.

2.8 Exercices
Exercice 2.8.1. A quelle condition une application f : X → Y n’est-elle pas continue en
un point p ∈ X ?

Exercice 2.8.2. Considérons la topologie suivante définie sur X = {a, b, c, d} :
τ = {X, ∅, {a}, {b}, {a, b}, {b, c, d}}
Soit l’application f : X → X définie par le schéma ci-dessous :

1. Montrer que f n’est pas continue en c
2. Montrer que f est continue en d.

Exercice 2.8.3. Supposons qu’un singleton p soit un ouvert d’un espace topologique X.
Montrer que pour tout espace topologique Y et pour tout application f : X → Y , f est
continue en p ∈ X.

Exercice 2.8.4. Démontrer que si f : X → Y la restriction de f à un sous-ensemble
contenant p est également continue en p. Plus précisément, soit A un sous-ensemble d’un
espace topologique (X, τ) tel que p ∈ A ⊂ X et soit fA : A→ Y la restriction de f : X → Y
à A. Alors si f est continue pour τ en p , fA est continue pour τA en p. τA est la topologie
induite par τ sur A.
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Exercice 2.8.5. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors une application f : X → Y
est continue ssi elle est continue en tout point p ∈ X

Exercice 2.8.6. Démontrer que si une application f : X → Y est continue en p ∈ X,
alors elle est séquentiellement continue en p, i.e an → p⇒ f(an)→ f(p).

Exercice 2.8.7. Soit f : X → Y une application constante, admettons que f(x) = p ∈ Y
pour tout x ∈ X. Démontrer que f est continue pour toute topologie τ sur X et pour toute
topologie τ ∗ sur Y .

Solution 2.8.1. Nous devons montrer que l’image réciproque de tout ouvert pour τ ∗ de Y
est un ouvert de τ de X. Soit ω ∈ τ ∗. A present f(x) = p pour tout x ∈ X, donc

f−1[G] =

{
X si p ∈ G
∅ si p /∈ G

Dans l’un ou l’autre cas f−1[G] est un ouvert de X puisque X et ∅ appartiennent à toutes
les topologies τ sur X.

Exercice 2.8.8. Soit f : X → Y une application quelconque. Démontrer que si (Y, τg) est
un espace topologique muni de la topologie grossière, f : (X, τ)→ (Y, τg) est continue pour
toute topologie τ .

Solution 2.8.2. Nous voulons montrer que l’image réciproque de tout ouvert de Y est un
ouvert de X. Puisque (Y, g) est un espace topologique muni de la topologie grossière, Y et
∅ sont les seuls ouverts de Y or

f−1[Y ] = X, f−1[∅] = ∅

et X et ∅ appartiennent à toutes les topologies τ sur X. Donc f est continue pour toute τ .

Exercice 2.8.9. Supposons qu’une application f : (X, τ1) → (Y, τ2) ne soit pas continue
relativement à τ1 et τ2. Montrer que si τ ∗1 est une topologie sur X moins fine que τ1 et que
τ ∗2 est une topologie de Y plus fine que τ2, i.e τ ∗1 ⊂ τ1 et τ ∗2 ⊂ τ2, alors f n’est pas non plus
continue relativement à τ ∗1 et τ ∗2 .

Exercice 2.8.10. Montrer que l’application identique i : (X, τ)→ (X, τ ∗) est continue ssi
τ est plus fine que τ ∗ , i.e τ ∗ ⊂ τ

Exercice 2.8.11. Soient les applications continues f : X → Y et g : Y → Z. Démontrer
que l’application g ◦ f : X → Z est également continue.

Exercice 2.8.12. Soient τi une famille de topologies définies sur un ensemble X. Si une
application f : X → Y est continue pour chaque τi. Démontrer que f est continue pour la
topologie intersection des τi : τ = ∩iτi.

Exercice 2.8.13. Une application f : X → Y est continue ssi l’image réciproque de tout
fermé de Y est un fermé de X.
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Exercice 2.8.14. Démontrer qu’ne application f : X → Y est continue ssi pour toute
partie A ⊂ X, f [A] ⊂ f [A].

Exercice 2.8.15. Soit une application continue f : (X, τ) → (Y, τ ∗). Démontrer que
f : (A, τA)→ (Y, τ ∗) est continue, où A ⊂ X et fA est la restriction de f à A.

Exercice 2.8.16. Donner un exemple d’une application réelle f : R → R telle que f soit
continue et fermée mais non ouverte.

Exercice 2.8.17. Soit l’application réelle f : R → R définie par f(x) = x2. Montrer que
f n’est pas ouverte.

Exercice 2.8.18. Montrer que l’intervalle fermé A = [a, b] est homéomorphe à l’intervalle
unité I = [0, 1].

Solution 2.8.3. L’application linéaire affine f : I → A définie par f(x) = (b− a)x+ a est
bijective et bicontinue. Ainsi f est un homéomorphisme.

Exercice 2.8.19. Montrer que l’aire n’est pas une propriété topologique.

Exercice 2.8.20. Soit f : (X, τ)→ (Y, τ ∗) une application injective et ouverte, soit A ⊂ X
et supposons que f [A] = B. Montrer que l’application fA : (A, τA)→ (B, τ ∗B) est également
injective et ouverte. Ici fA désigne la restriction de f à A, et τA et τ ∗B désignent les topologies
induites.

Exercice 2.8.21. Soit f : (X, τ) → (Y, τ ∗) un homéomorphisme et soit (A, τA) un sous-
espace quelconque de (X, τ). Montrer que fA : (A, τA)→ (B, τ ∗B) est également un homéo-
morphisme ou fA est la restriction de f à A. f [A] = B, et τ ∗B est la topologie induite sur
B.
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Espaces compacts

Le terme de compacité évoque une idée de petitesse. Ainsi dans un espace topologique
compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils s’accumulent
quelque part. On verra aussi que les parties compactes de R sont les parties fermées bor-
nées. En fait de petitesse, les compacts sont définis par une propriété de finitude topolo-
gique. L’importance de la notion de compacité vient du fait qu’elle permet de ramener des
problèmes de complexité apparemment infinie à l’étude d’un nombre fini de cas.
La compacité est une notion qui, tout comme la complètude, nous permettra de nous
assurer de l’existence de certains objets mathématiques. Elle permettra ainsi de prédire
l’existence de la limite pour certaines suites ou l’existence des extremums pour une fonc-
tion numérique. Elle servira, d’autre part, a se ramener, partant d’une situation présentant
“un caractère infini” à une situation “finie” et exploitable. Les espaces compacts sont une
généralisation, dans le cadre des espaces topologiques, de la notion d’intervalle fermé et
borné de R.

3.1 Notion de recouvrements
Définition 3.1.1. Une famille A = {Ui}i∈I d’ouverts d’un espace topologique X est un
recouvrement ouvert de X si X = ∪i∈IUi.
Un sous-recouvrement de U est un nombre fini d’éléments de U qui recouvrent X i.e tel
que X = ∪ni=1Ui .

Exemple 3.1.1. Considérons la famille A = {Dp : p ∈ Z×Z} où Dp est un disque ouvert
du plan R2 de rayon 1 et de centre p = (m,n),m et n étant des entiers relatifs. Alors A

est un recouvrement de R2 appartient à l’un au moins des éléments de A. Par contre ; la
famille des disques ouverts B = {D∗p : p ∈ Z × Z} où D∗p a pour centre p et pour rayon 1

2

ne constitue pas un recouvrement de R2. Par exemple, le point (1
2
, 1

2
) n’appartient à aucun

élément de B, comme on l’a indiqué sur la figure.
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3.2 Espaces compacts
La notion de compacité est sans aucun doute motivée par la propriété de l’intervalle

fermé borné telle qu’elle a été énoncée dans le théorème classique de Heine-Borel. A savoir :

Théorème 3.2.1. De tout recouvrement ouvert d’un intervalle fermé borné A = [a, b] on
peut extraire un sous-recouvrement fini.

On a alors la définition

Définition 3.2.1. Un espace topologique X est compacte s’il est séparé et s’il vérifie la
propriété de Borel-Lebesgue i.e si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un
sous-recouvrement fini(condition de compacité) ce qui équivaut à

X = ∪i∈IUi =⇒ ∃n ∈ N : X = ∪ni=1Ui

Dans la pratique, on se trouve souvent dans la situation où X est un sous-espace d’un
espace Y , et que le recouvrement de X est donné par une famille {Vi}i∈I d’ouverts de
Y ; strictement parlant, le recouvrement de X est la famille {Vi ∩X}i∈I . La condition de
compacité de X s’exprime alors en disant qu’il existe J ⊂ I fini tel que X ⊆ ∪i∈JVi.

Définition 3.2.2. Soit A = {Gi} une famille de parties de X telle que A ⊆ ∪iGi pour
un certain A ⊂ X. La famille A est alors appelée un recouvrement de A et on parle de
recouvrement ouvert si chacun des Gi est ouvert. En outre, si une sous-famille finie de
A est également un recouvrement de A, i.e si

∃Gi1 , ..., Gim ∈ A

tels que
A ⊆ Gi1 ,∪...,∪Gim

alors on dit qu’on peut extraire de A un sous-recouvrement fini ou que A contient un
sous-recouvrement fini.

Ainsi donc une partie A d’un espace topologiqueX est compacte si de tout recouvrement
ouvert de A, on peut extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres termes, si A est
compacte et A ⊆ ∪iGi, où les Gi sont des ouverts, alors on peut choisir un nombre fini
d’ouverts, admettons que ce soient Gi1 , ..., Gim , de sorte que A ⊆ Gi1 ∪ · · · ∪Gim .

Exemple 3.2.1. D’après le théorème de Heine-Borel, tout intervalle fermé borné [a, b] de
la droite réelle R est compact.

Exemple 3.2.2. Soit A une partie finie quelconque d’un espace topologique X, par exemple
A = {a1, ..., am}. Alors A est nécessairement compacte. En effet si G = {Gi} est un re-
couvrement ouvert de A, alors chaque point de A appartient à l’un des éléments de G, par
exemple a1 ∈ Gi1 , ..., am ∈ Gim. Par conséquent,

A ⊆ Gi1 ∪Gi1 ∪ · · · ∪Gim

Remarque 3.2.1. Puisque un ensemble A est compact, ssi tout recouvrement ouvert de
A contient un sous-recouvrement fini, il nous suffit d’exhiber un recouvrement ouvert de A
dont aucun sous-recouvrement n’est fini pour montrer que A n’est pas compact.
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Théorème 3.2.2. Soit A une partie d’un espace topologique (X, τ). Alors A est compacte
pour τ ssi A est compacte pour la topologie induite τA sur A.

Par conséquent on peut souvent limitée notre étude de la compacité aux espaces topo-
logiques qui sont eux-mêmes compacts, c’est-à-dire aux espaces compacts.

Remarque 3.2.2. Un sous-ensemble d’un espace compact n’est pas nécessairement com-
pact.

Par exemple, l’intervalle unité fermé [0, 1] est compact d’après le théorème de Heine-
Borel mais l’intervalle ouvert ]0, 1[ est un sous-ensemble de [0, 1] n’est pas compact. Nous
avons cependant le théorème suivant :

Théorème 3.2.3. Soit F un sous-ensemble fermé d’un ensemble compact X. Alors F est
également compact.

Démonstration. Soit {Ui}i∈I un recouvrement de F i.e une famille d’ouverts de X tel que
F ⊂ ∪i∈IUi. Comme F ⊂ X est fermé, X − F ⊂ X est un ouvert ; et par conséquent

{Ui}i∈I ∪ {X − F}

est un recouvrement ouvert de X. Comme X est alors compact, il existe i1, · · · , im ∈ I tels
que

X = (X − F ) ∪ Ui1 ∪ · · · ∪ Uim
Comme F et X−F sont disjoints, cela implique que F ⊂ Ui1 ∪· · ·∪Uim . On a donc trouvé
un sous recouvrement fini de F . Ce qui fait que F est compact.

La proposition suivante, dite propriété d’intersection finie, caractérise les espaces topo-
logiques compacts

Proposition 3.2.1. Soit X un espace topologique séparé. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini.
2. Pour toute suite de fermés (Fi)i∈I de X d’intersection vide i.e ∩i∈IFi = ∅, il existe

n ∈ N : ∩ni=1Fi = ∅.
3. Si F est une famille de fermés dont toutes les sous familles finies sont d’intersection

non vide, alors ∩F∈FF 6= ∅.

Démonstration. Supposons que X est compact et montrons que pour toute suite de fermés
d’intersection vide, on peut extraire une suite finie de fermés d’intersection vide. Partons
de

X = ∪i∈Iui =⇒ ∃n ∈ N : X = ∪ni=1ui

Par passage au complémentaire, on a :

Xc = ∅ = (∪i∈Iui)c =⇒ ∃n ∈ N : Xc = ∅ = (∪ni=1ui)
c

D’après les lois de De Morgan, on a :

∅ = ∩i∈Iuci =⇒ ∃n ∈ N : ∅ = ∩ni=1u
c
i
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Comme ui sont des ouverts, alors les uci sont des fermés. D’où

∅ = ∩i∈IFi =⇒ ∃n ∈ N : ∅ = ∩ni=1Fi

La réciproque se démontre de la même manière.

Le résultat suivant est une conséquence utile dans le cas ou les fermés sont emboîtés.

Proposition 3.2.2. Si (X, τ) est un espace compact, toute suite décroissante de fermés
non vides, (Fn)n∈N, Fn+1 ⊂ Fn, Fn 6= ∅ a une intersection non vide.

Démonstration. Par contraposée, si ∩n∈NFn = ∅, il existe n1, n2, · · · , nN ∈ N tel que

Fn1 ∩ Fn2 ∩ · · · ∩ FnN
= ∅

Dans ce cas,
Fmax{n1,n2,···nN} = Fn1 ∩ Fn2 ∩ · · · ∩ FnN

= ∅,

ce qui contredit l’hypothèse.

Exemple 3.2.3. Si E est un ensemble fini, muni de sa topologie discrète, alors l’espace
topologique E est compact. En effet, E est bien séparé et vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue (puisqu’il n y a qu’un nombre fini d’ouverts de E, étant donné que E est fini).

Exemple 3.2.4. L’ensemble des nombres réels R, muni de sa topologie usuelle, n’est pas
compact. En effet, la famille (]−n, n[)n∈N0 constitue bien un recouvrement ouvert de R mais
on ne peut extraire d’elle aucun sous-recouvrement fini car toute réunion finie d’intervalles
ayant la forme ] − n, n[ avec n ∈ N0 donne un ensemble borné de R et ne peut donc être
égale à R.

Exemple 3.2.5. L’intervalle ouvert A =]0, 1[ de la droite réelle R munie de la topologie
usuelle n’est compact. Considérons par exemple la famille des intervalles ouverts

G =
{

]
1

3
, 1[, ]

1

4
,
1

2
[, ]

1

5
,
1

3
[, ]

1

6
,
1

4
[, ...
}
.

Remarquons que A = ∪∞n=1Gn où Gn = ( 1
n+2

, 1
n
) ; ainsi G est un recouvrement ouvert de A.

Faire la figure
Mais G ne contient pas de sous-recouvrement fini. En effet, soit

G∗ =
{

]a1, b1[, ]a2, b2[, ..., ]am, bm[
}

une sous-famille finie quelconque de G. Si ε = min(a1, ..., am) alors ε > 0 et

]a1, b1[∪...∪]am, bm[⊂]ε, 1[.

Or ]0, ε] et ]ε, 1[ sont disjoints ; ainsi G∗ n’est pas un recouvrement de A, et donc A n’est
pas compact.
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3.3 Propriétés de la compacité
On donne ici, sans démonstration, une série de propriétés de la compacité

Propriété 3.3.1. Dans un espace topologique séparé, une partie compacte est fermée.

Propriété 3.3.2. Si (X, τ) est un espace topologique compact et F est un fermé de X
alors F est compact.

Propriété 3.3.3. Dans un espace topologique compact, les compacts sont les fermés.

Propriété 3.3.4. Les compacts de R sont les intervalles fermés bornés.

Par exemple l’intervalle [0, 1] est une partie compacte de R muni de la topologie usuelle.

Propriété 3.3.5. Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts est
compacte.

Propriété 3.3.6. Dans un espace topologique, une intersection quelconque de parties com-
pactes est compacte.

Propriété 3.3.7. (Théorème de Tychonoff). Un produit d’espaces topologiques com-
pacts est compact.

Définition 3.3.1. On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé (X; τ) est rela-
tivement compacte si son adhérence est compacte.

Par exemple l’ensemble A = [0, 1[ n’est pas compact pour la topologie usuelle de R
mais A est relativement compact.

3.4 Compacité et applications continues
Proposition 3.4.1. (Image d’un compact). Soit (X; τ) et (Y ; τ ′) deux espaces topolo-
giques séparés. L’image d’un compact par une application continue f : X → Y est com-
pacte.

Démonstration. Soit K un compacte de X et f une application continue. Si ∪i∈IWi est un
recouvrement ouvert de f(K) alors f−1(∪i∈IWi) = ∪i∈If−1(Wi) est un recouvrement ouvert
de K. Comme K est compact, on peut extraire de ∪i∈If−1(Wi) un sous recouvrement fini
∪ni=1f

−1(Wi) ; donc K ⊂ ∪ni=1f
−1(Wi). Par conséquent

f(K) ⊂ f(∪ni=1f
−1(Wi)) = f(f−1(∪ni=1(Wi)) ⊂ ∪ni=1Wi

Plus particulièrement, on a

Proposition 3.4.2. La compacité est une propriété topologique.
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Démonstration. Soit (X, τ) un espace topologique compact et f : (X, τ) → (Y, τ ′) un
homéomorphisme. Comme X est séparé alors Y est séparé. Soit

Y = ∪j∈JVj, X = f−1(Y ) = f−1(∪j∈JVj) = ∪j∈Jf−1(Vj)

Comme X est compact, ∃n ∈ N : X = ∪nj=1f
−1(Vj) et alors

Y = f(X) = f [∪ni=1f
−1(Vj)] = f [f−1 ∪nj=1 (Vj) ⊆ ∪nj=1(Vj)

Donc Y est compact.

Corollaire 3.4.1. (Théorème des bornes atteintes). Toute fonction continue sur un
espace compact à valeurs dans R est bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Démonstration. Soit f : (X; τ) → R une fonction continue. Comme X est compact, il est
séparé. De plus R est séparé ; par conséquent l’image f(X) est un compact de R. L’image
f(X) est donc bornée. La fonction f est donc bornée et on peut définir supx∈Xf(x) et
infx∈Xf(x) (propriété de R). L’image f(X) est fermée et on a donc supx∈Xf(x) ∈ f(X)
et infx∈Xf(x) ∈ f(X). Autrement dit les bornes supérieure et inférieure sont atteintes. Ce
sont des maximum et minimum.

Il est bien sûr faux de dire que l’image réciproque d’un compact par une application
continue est un compact. Par exemple l’image réciproque de [0; 1] par la projection sur
l’axe des abscisses dans R2 est [0; 1]×R qui n’est pas compact. En revanche, c’est toujours
un fermé. Le fait que l’image réciproque d’un compact soit un compact est une propriété
que l’on rencontre et qui est parfois bien utile. Il y a un mot pour identifier cette propriété.

Définition 3.4.1. Une application continue f : X → Y entre deux espaces topologiques
séparés est dite propre si l’image réciproque de tout compact K ′ de Y est un compact de
X.

Exemple 3.4.1. Si on note ∆ = {f(x;x);x ∈ R2} la diagonale dans R2, la restriction de
la projection sur l’axe des abscisses à ∆ est propre.

3.5 Espaces localement compacts
Définition 3.5.1. Un espace topologique X est localement compact si tout point de X
admet un voisinage compact.

Exemple 3.5.1. Considérons la droite réelle R munie de la topologie usuelle. Remarquons
que chaque point p ∈ R est intérieur à un intervalle fermé, par exemple [p − δ, p + δ],
et qu’un intervalle fermé est compact d’après le théorème de Heine-Borel. Ainsi R est un
espace localement compact. Par contre, R n’est pas un espace compact ; par exemple, la
famille

A = {..., ]− 3,−1[, ]− 2, 0[, ]− 1, 1[, ]0, 2[, ]1, 3[, ...}

est un recouvrement ouvert de R qui ne contient pas de sous-recouvrement fini.
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Ainsi nous voyons, d’après l’exemple ci-dessus, qu’un espace localement compact n’est
pas nécessairement compact. Par contre, puisqu’un espace topologique est toujours voisi-
nage de chacun de ses points, la réciproque est vraie. C’est-à-dire

Proposition 3.5.1. Tout espace compact est localement compact.

On donne enfin quelques exemples courants d’espaces topologiques compactes

Exemple 3.5.2. 1. Le cercle S1, le segment [0, 1] sont des espaces compacts.
2. La droite réelle R munie de la topologie usuelle n’est pas compacte.
3. La sphère S2, le tore T2, la bouteille de Klein sont des espaces compacts.



Chapitre Quatre

Espaces connexes

4.1 Intoduction
D’un point de vue intuitif, un espace topologique connexe est un espace topologique

fait d’un seul morceau. On commence par la présentation d’une situation modèle sur la-
quelle nous reviendrons : Supposons connu le théorème des valeurs intermédiaires pour
les fonctions continues de R dans R (ce sera dans ce cours une conséquence d’un résultat
plus général). On se demande quelles sont les parties à la fois ouvertes et fermées de R,
ou de manière équivalente, quelles sont les parties ouvertes A de R telles que (A,CRA)
forme une partition d’ouverts de R. Soit A un tel sous-ensemble de R. Alors la fonction
caractéristique 1A : R → {0, 1} ⊂ R est continue puisque pour tout ouvert O de {0, 1}
l’image réciproque f−1(O) = ∅,R, A ou CRA est un ouvert de R. Le théorème des valeurs
intermédiaires impose alors que 1A est constante sur R, c’est à dire A = R ou A = ∅.

Une autre motivation

Soit U ⊂ (R, τu) un ouvert de R muni de la topologie usuelle et f : U → R une fonction
différentiable telle que f ′(x) = 0, ∀x ∈ U . Nous voudrions conclure que f est constante ;

mais l’exemple où U =] − 2,−1[∪]1, 2[ avec f(x) =

{
−1 si − 2 < x < −1

1 si 1 < x < 2
indique

que le résultat est faux. Pour que ce résultat soit vrai, il faut une condition supplémentaire
de connexité.
Intuitivement, un espace connexe est un espace qui est " en un seul morceau" ou encore
qu’on ne peut pas partager en deux parties "éloignées l’une de l’autre". par exemple,

1. X =]− 2,−1[∪]1, 2[ n’est pas connexe.
2. Y = [0, 1]∪]1, 2[ est connexe.

Dans la suite, nous allons formaliser cette notion topologique.

4.2 Espaces connexes
Définition 4.2.1. Un espace topologique (X, τ) est connexe s’il n’existe pas de partition
de X en deux ouverts non vides.

Remarque 4.2.1. 1. En passant au complémentaire, on voit que (X, τ) est connexe s’il
n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides.
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2. On peut montrer facilement, que (X, τ) est connexe si, et seulement si, il ne contient
pas d’ouvert fermé propre.

On peut reformuler ces remarques sous forme du théorème de caractérisation suivante

Théorème 4.2.1. Un espace topologique (X, τ) est connexe s’il vérifie l’une des propriétés
équivalentes suivantes :

1. Il n’existe pas une partition de X en deux ouverts disjoints i.e X 6= W1 tW2, avec
W1,W2 ∈ τ .

2. Il n’existe pas une partition de X en deux fermés disjoints i.e X 6= F1 t F2, avec
F1, F2 ∈ Fτ .

3. Il n’existe pas de partie propre de X à la fois ouverte et fermée i. si A ⊂ X alors
(A ∈ τ et Ac ∈ τ) =⇒ A = ∅ ou A = X.

4. Les seuls sous-ensembles de X à la fois ouverts et fermés sont ∅ et X.

4.2.1 Exemple fondamental : les connexes de R
Théorème 4.2.2. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration. [?]

Exemple 4.2.1. L’ensemble Q est inclus dans l’union des ouverts disjoints O1 =]−∞,
√

2[
et O2 =]

√
2,+∞[ sans être inclus dans l’un des deux. L’ensemble des rationnels Q n’est

pas connexe.

Exemple 4.2.2. L’ensemble A = [0, 1] ∪ [2, 3] n’est pas connexe. En utilisant le théorème
ci-dessus, il suffit de dire que ce ne sont pas des intervalles.

Comme d’habitude, on peut définir la connexité d’un sous-ensemble.

Définition 4.2.2. Un sous-ensemble A de (X, τ) est connexe si l’espace topologique (A, τA)
est connexe.

Exemple 4.2.3. Considérons sur X = {a, b, c, d, e} la topologie définie par

τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}

On remarque que X n’est pas connexe ; car {a} et {b, c, d, e} sont complémentaires donc à
la fois ouverts et fermés. En d’autres termes X = {a} ∪ {b, c, d, e} est un décomposition
de X. Remarquons que la topologie sur le sous ensemble A = {b, d, e} est {A, ∅, {d}}. Par
conséquent A est connexe puisque A et ∅ sont les sous-ensembles de A qui sont à la fois
ouverts et fermés pour la topologie induite.

On peut traduire la définition pour n’utiliser que des ouverts de X et non ceux de Y .

Définition 4.2.3. On appelle une disconnexion de Y par des ouverts de X une paire
d’ouverts Ω1,Ω2 ∈ τ tels que Y ⊂ Ω1 ∪ Ω2, Y ∩ Ω1 6= ∅, Y ∩ Ω2 6= ∅ et Y ∩ Ω1 ∩ Ω2 = ∅.

Alors un sous-ensemble Y est connexe s’il n’existe pas de disconnexion de Y par des
ouverts de X.
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Exemple 4.2.4. Considérons la topologie τ = {X, ∅, {a, b, c}, {c, d, e}, {c}} sur l’ensemble
X = {a, b, c, d, e}. On remaque que A = {a, d, e} n’est pas connexe. Car considérons G =
{a, b, c} et H = {c, d, e} ; alors A∩G = {a} et A∩H = {d, e} sont deux ensembles disjoints
non vides dont la réunion est égale à A.

Remarque 4.2.2. Remarquons que les ouverts G et H ne sont pas disjoints.

Proposition 4.2.1. Soient (X, τ) un espace topologique et Y et Z deux parties de X. Si
Y est connexe et dense dans Z, alors Z est connexe.

Démonstration. Supposons que Z n’est pas connexe. On a alors une disconnexion de Z par
deux ouverts de X, soit Ω1 et Ω2. Puisque Y ⊂ Z, on a Y ⊂ Ω1 ∪ Ω2 et Y ∩ Ω1 ∩ Ω2. De
plus puisque Y est dense dans Z, on a Ω1 ∩ Y 6= ∅, et donc, par définition de l’adhérence,
Ω1 ∩ Y 6= ∅, et la mêmen conclusion vaut pour Ω2. On a donc une disconnexion de Y par
des ouverts de X, ce qui contredit l’hypothèse.

4.3 Propriétés de la connexité
On donne ici quelques propriétés de la connexité :

Propriété 4.3.1. Toute image continue d’un connexe est connexe. En particulier, tout
quotient d’un espace connexe est connexe.

Démonstration. Soient (X, τ) et (Y, τ ′) des espaces connexes et f : X → Y une application
continue. Si f(X) n’est pas connexe, il existe une disconnexion de f(X) par des ouverts Ω1

et Ω2 de Y . Puisque f est continue, les ensembles f−1(Ω1) et f−1(Ω2) sont ouverts dans
X et on vérifie qu’ils forment une disconnexion de X.

Propriété 4.3.2. Toute famille (Ai)i∈I de parties connexes d’un espace topologique (X, τ)
ayant deux à deux une intersection non vide a une réunion connexe.

Démonstration. Exercice

Propriété 4.3.3. Tout produit d’espaces topologiques connexes est connexe.

Nous savons que si (X, τ) est un espace topologique connexe, il en est de même pour
tout quotient de X. La propriété suivante montre que la réciproque est vraie dans certains
cas.

Propriété 4.3.4. Soit R une relation d’équivalence sur X. Si X/R est connexe et si les
classes de R sont connexes, alors (X, τ) est connexe.

Démonstration. Supposons que X ne soit pas connexe. Il existe alors une disconnexion de
X par des ouverts Ω1 et Ω2. Pour tout x ∈ X, la classe de x vue comme sous-ensemble
de X est π−1(π({x})). Etant connexe, elle est soit dans Ω1, soit dans Ω2. Alors on a
X/R = π(Ω1) ∪ π(Ω2). Les ensembles π(Ω1) et π(Ω2) sont disjoints, sinon un point de Ω1

serait équivalent à un point de Ω2, et non vides, sinon on aurait X ⊂ Ω1 ou X ⊂ Ω2. De
plus, on a π−1(π(Ωi)) = Ωi, donc ces ensembles sont également ouverts du quotient ; ce qui
contredit l’hypothèse selon laquelle le quotient est connexe.
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Propriété 4.3.5. Soit (X, τ) un espace topologique et A ⊂ X. Si A est connexe alors A
est connexe.

Démonstration. Supposons que A n’est pas connexe i.e A = W1 tW2, avec Wi ∈ τA avec
i = 1, 2. On a A = A ∩ A = (W1 tW2) ∩ A = (W1 ∩ A) t (W2 ∩ A). Or (W1 ∩ A) 6= ∅ et
(W2 ∩ A) 6= ∅ ; cela est alors absurde car A est connexe.

Théorème 4.3.1. (Théorème de passage à la douane). Soit (X, τ) un espace topolo-
gique et A ⊂ X. Toute partie connexe B ⊂ X qui rencontre l’intérieur et l’extérieur de A
rencontre la frontière de A.

Démonstration. Supposons que B ∩ fr(A) = ∅. Comme B ∩ int(A) 6= ∅ et B ∩ ext(A) 6= ∅
on a B = (B ∩ int(A)) t (B ∩ ext(A)). Cela contredit le fait que B est connexe.

Théorème 4.3.2. Un espace topologique (X, τ) est connexe ssi toute application continue
f : (X, τ)→ ({0; 1}, τdisc) est constante.

Démonstration. L’ensemble {0, 1} pris comme partie de R est muni de topologie la topo-
logie discrète.
=⇒ Si (X; τ) est connexe et si f : X → {0, 1} est continue alors le couple(

f−1({0}); f−1({1})
)

est une partition d’ouverts de X.
Donc ou bien

(
f−1({0}) = X et f−1({1}) = ∅

)
=⇒ f(x) ≡ 0 et f est constante

ou bien
(
f−1({1}) = X et f−1({0} = ∅

)
=⇒ f(x) ≡ 1 et là aussi f est constante.

⇐= Réciproquement, supposons que toute application continue f : X → {0, 1} est constante.
Si (A;Ac) est une partition d’ouverts de X alors la fonction caractéristique 1A est continue
sur X. Par hypothèse, elle est donc constante et A = X ou A = ∅ ; d’où X est connexe.

Exemple 4.3.1. 1. L’espace R, le cercle S1, le segment [0, 1] sont des espaces connexes.
2. La sphère S2, le tore T2 sont des espaces connexes.

4.4 Connexité de la droite réelle
Les ensembles connexes de nombres réels peuvent être simplement décrits de la manière

suivante :

Théorème 4.4.1. Les seules parties connexes de R muni de la topologie usuelle sont les
intervalles.

On rappelle que les intervalles de la droite réelle R sont de la forme suivante :
1. ]a, b[, ]a, b], [a, b[, [a, b], pour les intervalles finis ;
2. ]−∞, a[, ]−∞, a], ]a,∞[, [a,∞[, ]−∞,∞[ pour les intervalles infinis.

Un intervalle E peut etre ceracterisée par la propriété suivante :
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a, b ∈ E, a < x < b⇒ x ∈ E

Puisque l’image par une application continue d’un espace connexe est connexe nous obte-
nons la généralisation suivante du théorème de la valeur intermédiaire de Weierstrass.

Théorème 4.4.2. Soit f : X → R une application réelle continue définie sur un espace
connexe X. Alors f admet comme valeur chaque nombre compris entre deux quelconques
de ses valeurs i.e f(X) est un intervalle.

Exemple 4.4.1. Une application intéressante de la théorie de la connexité est constituée
par le théorème du point fixe suivant. Soit I = [0, 1] et soit f : I → I continue, alors ∃p ∈ I
tel que f(p) = p.

4.5 Composantes connexes
Quand un espace (X, τ) n’est pas connexe, il est naturel de le décomposer en "morceaux

connexes". C’est l’idée des composantes connexes.

Définition 4.5.1. Soit (X, τ) un espace topologique quelconque. Pour tout point x de X,
on appelle composante connexe de x et on note C(x) le plus grand connexe contenant
x : C(x) = ∪x∈C⊂X,C connexeC.

Donc une composante connexe de (X, τ) est une partie connexe maximale pour l’inclu-
sion dans l’ensemble des parties connexes de X. Cette définition signifie q’une composante
connexe E d’un espace topologique X est le sous-ensemble connexe maximal de X, i.e que
E est connexe et que E n’est pas un sous-ensemble propre d’aucun connexe de X. Il est
clair que E est non vide.
Ainsi tout sous-ensemble connexe de X est contenu dans une composante connexe. Chaque
point x ∈ X appartient à une composante connexe unique appelée la composante
connexe de x ; c’est la réunion de toutes les parties connexes de X contenant x. La
composante connexe de x est notée par Cx ou C(x).
Avec cette définition il est clair que deux points x et y appartiennent à un même connexe
si et seulement si C(x) = C(y).

Proposition 4.5.1. La relation "appartenir à un même connexe" qui se traduit par C(x) =
C(y) est un relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les composantes
connexes de X. Ainsi les composantes connexes de X forment une partition de X.

Démonstration. Exercice

Remarque 4.5.1. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes de X sont les
morceaux d’un seul tenant de X. Par exemple les composantes connexes de X = [0, 1]∪[2, 3]
sont C1 = [0, 1] et C2 = [2, 3].

Les faits les plus importants concernant les composantes connexes d’un espace sont
contenus dans le théorème suivant.

Théorème 4.5.1. 1. Tout point de x ∈ X appartient à sa composante connexe ;
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2. La composante connexe d’un point est la plus grande partie connexe contenant ce
point ;

3. Les composantes connexes sont fermées ;
4. Les composantes connexes d’un espace topologique X forment une partition de X, i.e

elles sont disjointes et leur réunion est X.

Exemple 4.5.1. Si X est connexe alors X n’a qu’une seule composante : X lui-même.

Exemple 4.5.2. Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e}

τ = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}

Les composantes connexes de X sont {a} et {b, c, d, e}. Toute autre partie connexe de X,
comme {b, d, e}, est incluse dans l’une des composantes connexes.

4.6 Espaces localement connexes
Définition 4.6.1. Un espace topologique X est dit localement connexe en p ∈ X si
tout ouvert contenant p contient un ouvert connexe contenant p, i.e si les ouverts connexes
contenant p forment une base locale en p. X est dit localement connexe s’il est localement
connexe en chacun de ses points ou, de manière équivalente, si les ouverts connexes forment
une base de X.

Exemple 4.6.1. Tout espace discret est localement connexe. En effet si p ∈ X alors {p}
est un ouvert connexe contenant p qui est contenu dans tout ouvert contenant p. Notons
que X n’est pas connexe si X contient plus d’un point.

4.7 Connexité par arcs

4.7.1 Notion de chemis

Définition 4.7.1. Soit I = [0, 1] l’intervalle unité fermé. Un chemin allant d’un point a
à un point b dans un espace topologique X est une application continue f : I → X telle
que f(0) = a et f(1) = b.

Le point a s’appelle l’origine et b l’extrémité du chemin.

Exemple 4.7.1. Pour tout p ∈ X l’application constante ep : I → X définie par ep(s) = p
est continue et donc est un chemin . On l’appelle le chemin constant de p.

Exemple 4.7.2. Soit f : I → X un chemin allant de a à b. Alors l’application f : I → X
définie par f(s) = f(1− s) est un chemin allant de b à a. On l’appelle chemin inverse.

Exemple 4.7.3. Soit f : I → X un chemin allant de a à b et soit g : I → X un chemin
allant de b à c . Alors la concaténation des deux chemins f et g notée f∗g est l’application
f ∗ g : I → X définie par

(f ∗ g)(s) =

{
f(2s) si 0 ≤ s ≤ 1

2

g(2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1
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laquelle est un chemin allant de a à c obtenue en suivant le chemin f de a à b et ensuite
le chemin g de b à c.

Définition 4.7.2. Un sous-ensemble E d’un espace topologique X est dit connexe par
arcs si pour deux points quelconques a, b ∈ E, il existe un chemin f : I → X allant de a
à b entièrement contenu dans E i.e f(I) ⊂ E.

Définition 4.7.3. Un espace topologique X est connexe par arcs si deux points quel-
conques de X peuvent être joints par un chemin de X.

Exemple 4.7.4. 1. L’espace R2 est connexe par arcs ;
2. La sprère S2 est connexe par acrs ;
3. Le tore T2 est connexe par arcs.

Les sous-ensembles connexes par arcs maximaux de X, appelés composantes connexes
par arcs constituent une partition de X.

Propriété 4.7.1. L’image d’un connexe par arcs par une application continue est connexe
par arcs.

Démonstration. Exercice. Il suffit de remarquer que si α est un chemin reliant deux points
quelconques x1 et x2 dans X et f : X → Y une application continue, alors β = f ◦ α est
un chemin reliant f(x1) et f(x2) dans Y .

La relation existant entre la connexité et la connexite par arcs est donnée suivant

Théorème 4.7.1. Tout espace connexe par arcs est connexe. Mais la réciproque n’est pas,
en général, vraie

Théorème 4.7.2. Tout ouvert connexe du plan R2 est connexe par arcs.

4.7.2 Homotopie des chemins

Soit f : I → X et g : I → X deux chemins de même origine p ∈ X et de même
extrémité q ∈ X. Alors f est dit homotope à g, ce qui s’écrit f ∼= g s’il existe une
application continue H : [0, 1]× [0, 1]→ X telle que

1. H(t, 0) = f(t),∀t ∈ [0, 1] ;
2. H(t, 1) = g(t),∀t ∈ [0, 1] ;
3. H(0, s) = p, ∀s ∈ [0, 1] ;
4. H(1, s) = q,∀s ∈ [0, 1].

On dit alors que le chemin f peut être déformé continument dans g. L’application H est
appelée une homotopie de f sur g.

Exemple 4.7.5. Soit X l’ensemble des points situés entre deux cercles concentriques(appelé
couronne). Alors représentons deux chemins f et g qui sont homotopes et deux chemins f ′

et g′ qui ne sont pas homotopes.
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Exemple 4.7.6. Soit f : I → X un chemin quelconque, alors f ∼= f i.e f est homotope à
lui même. En effet l’application H : I2 → X définie par

H(t, s) = f(t)

est une homotopie de f sur f .

Exemple 4.7.7. Soit f ∼= g et soit par exemple H : I2 → X une homotopie de f sur g.
Alors l’application Ĥ : I2 → X définie par

Ĥ(s, t) = H(s, 1− t)

.
est une homotopie de g sur f , et donc g ∼= f

Exemple 4.7.8. Soient f ∼= g et g ∼= h ; supposons par exemple que F : I2 → X soit
une homotopie de f et g et que G : I2 → X soit une homotopie de g sur h. L’application
H : I2 → X définie par

H(t, s) =

{
F (t, 2s) si 0 ≤ s ≤ 1

2

G(t, 2s− 1) si 1
2
≤ s ≤ 1

est une homotopie de f sur h et donc f ∼= h. L’homotopie H peut être interprétée géomé-
triquement comme une compression des domaines de F et G en un seul carré.

Les trois relations suivantes impliquent la proposition suivante :

Proposition 4.7.1. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence dans l’ensemble
des chemins allant de a à b.

Démonstration. Exercice

4.7.3 Espaces simplement connexes

Définition 4.7.4. Un chemin f : I → X dont l’origine coincide avec l’extrémité , par
exemple f(0) = f(1) = p est appelé un chemin fermé ou lacet en p ∈ X.

En particulier, le chemin constant ep : I → X défini par ep(s) = p est un chemin fermé
en p. Un chemin fermé f : I → X qu’on peut déformer continument en un point est dit
homotope à 0.

Définition 4.7.5. Un espace topologique est dit simplement connexe si tout lacet de X
est homotope à 0 .

Exemple 4.7.9. Un disque ouvert du plan R2 est simplement connexe tandis qu’une cou-
ronne n’est pas simplement connexe puisqu’il existe des lacets qu’on ne peut déformer conti-
nument en un point.
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4.8 Exercices
Exercice 4.8.1. Montrer qu’un disque ouvert D du plan R2 est connexe par arcs.

Solution 4.8.1. Indication :
Considérer deux points p = (a1, b1), q = (a2, b2) ∈ D et montrer que l’application f : I → R2

définie par
f(t) = (a1 + t(a2 − a1), b1 + t(b2 − b1))

est un chemin allant de p à q qui est contenu dans D.

Exercice 4.8.2. Montrer que (R, τu) n’est pas compact.

Indication : Il faut montrer que Fn = [n,+∞[ avec n ∈ N est une suite de fermés
d’intersection vide mais qu’on peut extraire une suite finie d’intersection non vide.

Exercice 4.8.3. Montrer qu’un espace topologique discrète est compact ssi il est fini.

Exercice 4.8.4. Les ensembles N et Z, muni de la topologie induite par la topologie usuelle
de R sont-ils compacts ?



Chapitre Cinq

Espaces métriques et espaces
vectoriels normés

Dans ce chapitre, nous verrons d’autres moyens de se définir une topologie, qui généralise
ce qui a été vu sur les espaces euclidiens.

5.1 Espaces métriques
Les espaces métriques sont un cas particulier très important d’espaces topologiques.

Nous étudierons leurs propriétés spécifiques comme exemples pour illustrer les définitions
abstraites. Ce sont des espaces topologiques avec des propriétés assez intuitives, ou tout
du moins qu’on a l’habitude de manipuler car le modèle le plus simple est R muni de la
distance usuelle.

5.1.1 Définition

Définition 5.1.1. Soit X un ensemble. Une distance ou métrique sur X est une appli-
cation d : X ×X → R+ telle que

1. d(x, y) = 0 ssi x = y ; ( propriété de séparation)
2. d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ X ; ( propriété de symétrie)
3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) pour tous x, y, z ∈ X ( propriété d’inégalité triangulaire)

Un espace muni d’une distance(métrique) est appelé espace métrique. Une distance
sur un espace permet de définir les boules (ouvertes) de cet espace, toujours par

B(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) < r}

ce qui nous permet alors de de définir une topologie.
Pour montrer qu’un espace est métrique on doit vérifier les 3 conditions ci-dessus. Les deux
premières sont faciles, c’est l’inégalité triangulaire qui demande généralement du travail.
On donne maintenant une conséquence directe de l’inégalité triangulaire que l’on appelle
deuxième inégalité triangulaire.

Proposition 5.1.1. Pour tout x, y, z ∈ (X, d) on a : | d(x; y)− d(y; z) |≤ d(x; z)
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Démonstration. D’après l’inégalité triangulaire

d(x; y) ≤ d(x; z) + d(z; y) = d(x; z) + d(y; z)

=⇒ d(x; y)− d(y; z) ≤ d(x; z)(1).

Par le même raisonnement,

d(y; z) ≤ d(y;x) + d(x; z) = d(x; y) + d(x; z)

=⇒ d(y; z)− d(x; y) ≤ d(x; z)

=⇒ −d(x; z) ≤ d(x; y)− d(y, z)(2).

De (1) et (2), on a −d(x; z) ≤ d(x; y)− d(y, z) ≤ d(x, z). D’où le résultat.

5.1.2 Quelques exemples des espaces métriques

1. L’application d définie par d(a, b) =| a−b | où a, b ∈ R est une distance sur R appelée
distance usuelle sur R.

2. L’application d définie par

d(p, q) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

où
p = (x1, y1), q = (x2, y2) ∈ R2

est une distance sur R2 appelée distance usuelle sur R2.
3. Soit X un ensemble quelconque non vide et soit d l’application définie par

d(a, b) =

{
0 si a = b

1 si a 6= b

Alors (X, d) est un espace métrique et d est appelée distance triviale sur X.
4. Soit C([0, 1]) l’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle fermé [0, 1]. L’appli-

cation

d(f, g) =

∫ 1

0

| f(x)− g(x) | dx

est une métrique sur C([0, 1]).
5. Soient x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn) deux points de Rn, on définit les métriques

usuelles sur Rn suivantes :
(i) La métrique euclidienne ou métrique l2 définie par

d2(x, y) :=

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2
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(ii) la métrique infinie l∞ définie par

d∞(x, y) := max
i=1,n

| xi − yi |

(iii) La métrique l1 définie par

d1(x, y) :=
n∑
i=1

| xi − yi |

Remarque 5.1.1. Si n = 1 les trois métriques usuelles sont égales à la métrique
usuelle sur R.

5.1.3 Distance d’ensembles et diamètre

Définition 5.1.2. Soit d une distance définie sur un ensemble X. La distance d’un point
p ∈ X à une partie non vide A de X est notée d(p,A) et définie par

d(p,A) := inf{d(p, a) : a ∈ A}

i.e la borne inférieure des distances de p aux points de A.

Définition 5.1.3. La distance de deux parties non vides A et B de X est notée d(A,B)
et définie par

d(A,B) := inf{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B}

i.e la borne inférieure des distances des points de A aux points de B.

Définition 5.1.4. Le diamètre d’une partie non vide A de X est notée d(A) ou diam(A)
et est définie par

diam(A) := sup{d(a, a′); a, a′ ∈ A}

Si la diamètre d’un ensemble A est fini alors A est dite borné.

Exemple 5.1.1. Si d est la métrique triviale d’un ensemble X. Alors pour p ∈ X,A,B ⊂
X, on a

d(p,A) =

{
1 si p ∈ A
0 si p /∈ A

et

d(A,B) =

{
1 si A ∩B = ∅
0 si A ∩B 6= ∅

Exemple 5.1.2. Considérons les sous-ensembles de R suivants : A = [0, 1[ et B =]1, 2].
Si d est la métrique usuelle de R alors d(A,B) = 0 alors que si d est la distance triviale de
R, d(A,B) = 1 puisque A et B sont disjoints.

Des défninitions ci-dessus découle la proposition

Proposition 5.1.2. Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique X et
p ∈ X. Alors on a
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1. d(p,A), d(A,B) et diam(A) sont des réels non négatifs.
2. Si p ∈ A, alors d(p,A) = 0.
3. Si A ∩B est non vide, alors d(A, b) = 0.
4. Si A est fini, alors diam(A) <∞ i.e A est borné.

Remarque 5.1.2. La distance entre deux parties d’un espace topologique X n’est pas une
distance sur l’ensemble des parties de X.

En effet, d(A,B) = 0 n’entraine pas que A = B. Un exemple est donné par X = R ;
A = [0, 2] et B = [2, 3]. Ici d(A,B) = 0 mais A 6= B.

5.2 Topologie associée à une métrique
Soit (X; d) un espace métrique. On se propose de s’intéresser à la géométrie de X. Pour

cela, nous allons définir les parties de X qui jouent un rôle important dans la topologie
des espaces métriques. Notamment on verra que les boules ouvertes forment la base de la
topologie. On montrera aussi que dans un espace métrique quelconque une boule n’est pas
toujours ronde.

5.2.1 Boules ouvertes dans un espace métrique

Définition 5.2.1. Soient (X; d) est un espace métrique, a ∈ X et r > 0.
On définie par :

1. B(a; r) = {x ∈ X : d(a;x) < r} la boule ouverte centrée en a et de rayon r.
2. Bf (a; r) = {x ∈ X : d(a;x) ≤ r} la boule fermée centrée en a et de rayon r.
3. S(a; r) = {x ∈ X : d(a;x) = r} la sphère de centre a et de rayon r.

Remarque 5.2.1. Si 0 < r < s alors, B(a; r) ⊆ Bf (a; r) ⊆ B(a; s).

Exercice 5.2.1. Pour n = 1, n = 2 et n = 3 définir les boules ouvertes et fermées ainsi
que les sphères pour la distance euclidienne.

Exercice 5.2.2. Pour n = 1, n = 2 et n = 3 expliciter les boules ouvertes de rayons 1 et
centrées à l’origine.

L’une des propriétés les plus importantes des boules ouvertes dans un espace métrique
est donnée dans le lemme suivant

Lemme 5.2.1. Soit S une boule ouverte de centre p et de rayon δ. Alors, pour tout point
q ∈ S, il existe une boule ouverte T centrée en q et contenue dans S.

Démonstration. Illustration par une figure pour plus de compréhension.
Soit S une boule ouverte de centre p et de rayon δ, i.e S = B(p; δ). Alors, on a d(p; q) < δ
puis que q ∈ S = B(p; δ). Ainsi

ε = δ − d(p, q) > 0
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Nous disons que la boule T = T (q, ε) de centre q et de rayon ε est contenue dans S. Soit
x ∈ T = B(q, ε). Alors d(x, q) < ε = δ − d(q, p). Donc, par inégalité triangulaire

d(x, p) ≤ d′x, q) + d(p, q) < [δ − d(q, p) + d(q, p) = δ]

Ainsi x ∈ S = B(p, δ) puisque sa distance à p est infériure à δ. Ainsi x ∈ T implique x ∈ S
i.e T est un sous-ensmble de S.

Lemme 5.2.2. Soient r1 et r2 deux réels tels que 0 < r1 ≤ r2. Alors la boule ouverte
S(p, r1) ⊂ S(p, r2).

Démonstration. Soit x ∈ S(p, r1). Alors d(x, p) < r1 ≤ r2. Ainsi x ∈ S(p, r2) et donc
S(p, r1) ⊂ S(p, r2).

Lemme 5.2.3. Si S et T sont deux boules ouvertes de même centre, alors l’une est contenue
dans l’autre.

Démonstration. Supposons que S = B(p, r1) et T = B(p, r2) i.e S et T deux boules ouvertes
de même centre p et de rayons respectifs r1 et r2. On a soit r1 ≤ r2, soit r2 ≤ r1. Ainsi
d’après le lemme précédent, soit S ⊂ T soit T ⊂ S.

En général, l’intersection des boules ouvertes n’est pas nécessairement une boule ou-
verte. Cependant, nous allons montrer que tout point de l’intersection de deux boules
ouvertes appartient à une boule ouverte contenue dans l’intersection.

Théorème 5.2.1. Soient S1 et S2 deux boules ouvertes et soit p ∈ S1 ∩ S2. Alors il existe
une boule ouverte Sp de centre p telle que p ∈ Sp ⊂ S1 ∩ S2.

Démonstration. Illustration à l’aide d’une figure pour plus de compréhension.
Puisque p ∈ S1 et que S1 est une boule ouverte, il existe une boule ouverte S∗1 de centre p
telle que p ∈ S∗1 ⊂ S1. De même comme p ∈ S2 et que S2 est une boule ouverte, il existe une
boule ouverte S∗2 de centre p telle que p ∈ S∗2 ⊂ S2. Ainsi S∗1 et S∗2 sont toutes des boules
ouvertes de même centre p, alors l’une d’entre elles est contenue dans l’autre. Admettons
que c’est S∗1 qui est contenue dans S∗2 .
On a alors p ∈ S∗1 ⊂ S1 et p ∈ S∗1 ⊂ S∗2 ⊂ S2. Par conséquent, p ∈ S∗1 ⊂ S1 ∩ S2. On peut
prendre alors Sp = S∗1 .

Corollaire 5.2.1. Du théorème précédent, on déduit que les boules ouvertes d’un espace
métrique (X, d) forment une base d’une topologie sur X.

Définition 5.2.2. Soit (X, d) un espace métrique. La topologie τd sur X pour laquelle les
boules ouvertes forment une base est appelée topologie métrique ou topologie induite
par une métrique.

Exemple 5.2.1. La distance usuelle sur R induit la topologie usuelle sur R dont les boules
ouvertes sont les intervalles ouvertes bornés. De la même manière, la métrique usuelle sur
R2 induit la topologie usuelle sur R2.

Proposition 5.2.1. Soit (X; dX) un espace métrique et x; y ∈ X ; x 6= y, alors on peut
toujours séparer x et y par des ouverts disjoints. Autrement dit, tout espace métrique est
séparé.
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Démonstration. Puisque x 6= y alors d(x; y) = r > 0. Posons U = B(x; r/3) et V =
B(y; r/3) alors on a x ∈ U ; y ∈ V et U ∩ V = ∅.

Les espaces métriques sont des espaces topologiques dans lesquels la topologie est induite
par une métrique. Par conséquent, toutes les notions(ouvert, fermé, voisinage, adhérence,
intérieur, densité, etc) vues sur les espaces topologiques peuvent être définies également
pour les espaces métriques.

5.2.2 Adhérence, intérieur et extérieur

Définition 5.2.3. Soient (X; d) est un espace métrique et O;F ;Vx ⊂ X, alors on dit que :
(a) O est ouvert dans X, si pour tout x dans O il existe un r > 0 tel que B(x; r) ⊆ O.
(b) F est fermé dans X, si son complément X − F , est ouvert dans X.
(c) Vx est un voisinage de x s’il existe r > 0 tel que B(x; r) ⊆ Vx.

Les ouverts et fermés jouent un rôle très important dans les espace métriques.

Définition 5.2.4. Soit (X; d) un espace métrique et A ⊂ X.
1. On dit qu’un point a ∈ X est un point intérieur à A s’il existe une boule ouverte

de centre a incluse dans A. L’ensemble de tous les points intérieurs de A est appelé
l’intérieur ou l’ouverture de A et on le dénote par Int(A).

2. On dit qu’un point a ∈ X est un point extérieur à A s’il existe une boule ouverte
de centre a incluse dans X − A. L’ensemble de tous les points extérieurs de A est
appelé l’extérieur de A et on le dénote par Ext(A).

3. On dit qu’un point x ∈ X est un point adhérent à A si tout voisinage de x contient
au moins un point de A. Autrement dit A ∩ Vx 6= ∅. L’ensemble de tous les points
adhérents à l’ensemble A s’appelle l’adhérence ou fermeture de A et on le dénote par
Adh(A).

4. On dit qu’un point x ∈ X est un point d’accumulation (valeur d’adhérence) de A
si x est adhérent à A− {x}. Donc tout voisinage Vx de x, contient au mois un point
de A autre que x. Autrement dit (A− {x}) ∩ Vx 6= ∅.

5. On dit qu’un point x ∈ X est un point frontière de A s’il est adhérent à la fois à
A et à X −A. L’ensemble de tous les points frontière de A est appelé frontière de A
et on le dénote par Fr(A).

6. On dit qu’un point a ∈ A est un point isolé de A s’il existe un voisinage Va de a tel
que Va ∩ A = {a}. On dénote l’ensemble ses points isolés par Is(A).

5.3 Continuité dans les espaces métriques
Le concept de continuité d’une fonction est l’un des concepts fondamentaux en analyse.

Nous allons étendre ce concept des fonction numériques f : X → R vu dans le cours
d’analyse élémentaire aux fonctions entre deux espaces métriques f : (X; dX) → (Y ; dY ).
La définition de la continuité des fonctions d’une variable réelle est en effet un cas très
spécial de la continuité sur les espaces métriques. On établira que les ouverts (fermés)
des espaces métriques jouent un rôle primordiale dans la continuité des fonctions entre ces
espaces métriques. On verra que sur certains espaces métriques toute fonction est continue.
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5.3.1 Continuité ponctuelle, séquentielle et globale

La généralisation de la continuité ponctuelle entre espaces métriques arbitraires est
donnée par la définition suivante.

Définition 5.3.1. On dit que f : (X; dX) → (Y ; dY ) est continue au point a ∈ X si
pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que si dX(x; a) < δ =⇒ dY (f(x); f(a)) < ε.

Définition 5.3.2. On dit que f est séquentiellement continue en a si pour toute suite
(xn) dans X telle que xn −→ a alors la suite (f(xn)) est telle que f(xn) −→ f(a).

Le résultat suivant montre que sur les espaces métriques, la continuité séquentielle est
équivalente à la continuité ponctuelle.

Proposition 5.3.1. Une application f : (X; dX) → (Y ; dY ) est continue en x = a si et
seulement si lorsque xn −→ a dans X, alors f(xn) −→ f(a) dans Y .

Démonstration. Supposons que f est continue en x = a et xn −→ a dans X. Puisque
f est continue en x = a alors pour ε > 0 il existe δ > 0 tel que si dX(x; a) < δ alors
dY (f(a); f(x)) < ε. Puisque xn −→ a, soitN ≥ 1 tel que dX(xn; a) < δ quand n > N . Donc,
dY
(
f(xn); f(a)

)
< ε quand n ≥ N . Puisque ε est arbitraire, il s’en suit que f(xn) −→ f(a).

Pour montrer la réciproque, supposons que f n’est pas continue en x = a. Il existe ε > 0 tel
que pour tout n ≥ 1 il existe au moins un xn avec dX(xn; a) < 1

n
, mais dY (f(xn); f(a)) ≥ ε.

Cela veut dire que xn −→ a, mais {f(xn)} n’est pas convergente vers f(a).

Nous n’allons pas passer beaucoup de temps à étudier les fonctions continues à un seul
point, mais nous aurons beaucoup à dire sur les fonctions continues sur l’espace métrique
entier i.e continuité globale.

Définition 5.3.3. Une application f : (X; dX)→ (Y ; dY ) est dite continue sur X, si elle
est continue en tout point x de X.

Proposition 5.3.2. Si f : (X; dX) → (Y ; dY ), alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(1) f est continue sur X.
(2) Si O est un ouvert de (Y ; dY ), alors f−1(O) est un ouvert de (X; dX).
(3) Si F est un fermé de (Y ; dY ), alors f−1(F ) est un fermé de (X; dX).

Démonstration. L’équivalence entre (2) et (3) est évidente par passage au complémentaire.
(1) =⇒ (2). Soit a ∈ f−1(O) alors f(a) ∈ O, et puisque O est ouvert, il existe ε > 0 tel que
la boule ouverte BdY (f(a); ε) ⊂ O qui entraine que f−1(BdY (f(a); ε)) ⊂ f−1(O). D’autre
part puisque f est continue, alors pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que f(BdX (a; δ)) ⊂
BdY (f(a); ε), qui entraine que BdX (a; δ) ⊂ f−1(BdY (f(a); ε)). En d’autres termes,

BdX (a; δ) ⊂ f−1(BdY (f(a); ε)) ⊂ f−1(O)

Donc f−1(O) est ouvert.
(2) =⇒ (1). Si a ∈ X et ε > 0, alors BdY (f(a); ε) est un ouvert dans (Y ; dY ) ; donc par (2)
on a que f−1(BdY (f(a); ε)) est un ouvert dans (X; dX) qui contient a. Ce qui montre qu’il
existe δ > 0 tel que

BdX (a; δ) ⊂ f−1(BdY (f(a); ε)) =⇒ f(BdX (a; δ)) ⊂ BdY (f(a); ε)

et donc f est continue au point a.
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5.3.2 Continuité uniforme

Définition 5.3.4. Soient (X; dX) et (Y ; dY ) deux espaces métriques et f : X → Y . On dit
que f est uniformément continue si pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que ∀x, y ∈ X,
on a : dX(x; y) < δ =⇒ dY

(
f(x); f(y)

)
< ε.

Définition 5.3.5. On dit que f est k-Lipschitzienne de rapport k > 0 sur X si ∀x, y ∈
X, dY

(
f(x); f(y)

)
≤ kd(x; y).

Remarque 5.3.1. 1. Quelle est la différence entre continuité et continuité uniforme ?
Dans la définition de la continuité en un point x0, le δ dépend de x0. Dans la dé-
finition de la continuité uniforme, ce δ ne dépend plus de x0. Il est le même quel
que soit x0 dans X. Cette uniformité fait des fonctions uniformément continues des
fonctions plus souples d’utilisation que les fonctions continues.

2. Toute fonction uniformément continue est continue, mais pas réciproquement.

On a les implications suivantes : (f Lipschitzienne) ⇒ (f u-continue) ⇒ (f continue).

Exemple 5.3.1. La fonction f : R→ R définie par f(x) = x2 est continue mais n’est pas
uniformément continue et n’est pas Lipschitzienne. En effet, |x2 − y2| = |x + y||x − y| où
|x+ y| est arbitrairement grand.

5.3.3 Métrique et applications sous additive

Définition 5.3.6. Une application g : R+ → R+ est dite sous-additive si pour tout
x; y ∈ R+ on a :

g(x+ y) ≤ g(x) + g(y)

Exemple 5.3.2.

g(x) =| x |
g(x) =| sinx |
g(x) = ax+ b; b > 0

g(x) = arctan(| x |)
g(x) = ln(1 + x);x ≥ 0

g(x) = x
1+x

;x ≥ 0

Proposition 5.3.3. Si (X; d) est un espace métrique et g : R+ → R+ est une fonction
positive, croissante et concave, alors f(| x |) est sous-additive.

Théorème 5.3.1. Si (X; d) est un espace métrique et g : R+ → R+ est une fonction
croissante, sous-additive et ne s’annulant qu’en 0, alors (g ◦ d) est une distance sur X.

Corollaire 5.3.1. Si (X, d) un espace métrique. Alors ∀x, y ∈ X, d′(x, y) = d(x,y)
1+d(x,y)

est
une métrique équivalente à d sur X et d′(x, y) < 1.

Démonstration. Considérons la fonction g(x) = x
1+x

pour x ≥ 0. La fonction g possède
l’hypothèse de la proposition précédente. Donc d′(x; y) = d(x;y)

1+d(x;y)
est une métrique sur X.

Pour l’équivalence des métriques on note que d(x; y) = d′(x;y)
1−d′(x;y)

, donc d(xn;x) → 0 si et
seulement si d′(xn;x)→ 0.
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5.4 Compacité dans les espaces métriques
Notre motivation est le fameux théorème des valeurs extrêmes, rencontré dans le cours

d’analyse élémentaire.

Théorème 5.4.1. Soit f : [a; b] → R une fonction continue sur l’intervalle [a; b]. Alors,
ils existent xm;xM ∈ [a; b] tels que f(xm) est le minimum de f et f(xM) est le maximum
de f sur [a; b].

Ce théorème est vraie seulement si l’intervalle est fermé et borné.
1. Si l’intervalle est ouvert le résultat est faux, par exemple

f(x) =
1

x
;x ∈]0; 1[.

2. Si l’intervalle n’est pas borné le résultat est aussi faux, par exemple

f(x) = x;x ∈ [0; +∞[.

L’explication topologique en est que les intervalles bornés et fermés ont une propriété
spéciale, appelée la compacité, ce qui rend le théorème des valeurs extrêmes (et beaucoup
d’autres résultats) valides.

Théorème 5.4.2. (Heine-Borel). Toute partie K bornée et fermée de (R; du) est compacte.

En utilisant le théorème de Heine-Borel on peut avoir une version plus raffinée du
théorème des valeurs extrêmes.

Théorème 5.4.3. Soient K une partie compacte de R et f : K → R une fonction continue,
alors, f(K) est une partie compacte de R.

f(K) étant une partie bornée et fermée de R garantie que f atteint ses valeurs extrêmes.
Il est facile de trouver des ensembles qui se sont pas compacts. Mais pour trouver des
exemples non triviaux de compacts il faut penser à quelques résultats.

Théorème 5.4.4. Soit (X; d) un espace métrique et F ⊆ K ⊆ X,
(a) Si K est compact dans (X; d), alors K est borné dans (X; d).
(b) Si K est compact dans (X; d), alors K est fermé dans (X; d).
(c) Si K est compact et F est fermé dans (X; d), alors F est compact dans (X; d).
(d) Si f : (X; d)→ (X ′; d′) est une application continue et K une partie compacte dans

(X; d), alors l’image f(K) est compacte dans (X ′; d′)

Démonstration. Exercice [6]

La compacité dans un espace métrique s’interprète comme suit

Proposition 5.4.1. 1. Dans un espace métrique compact, toute suite admet (au moins)
un point d’accumulation.

2. Toute suite de (X, d) admet une sous-suite convergente.
3. Toute partie infinie de X possède un point d’accumulation.

Le théorème de Heine peut aussi se généraliser dans les espaces métriques

Théorème 5.4.5. (Théorème de Heine). Si f : (X; d) → (X ′; d′) est continue et X est
compact, alors f est uniformément continue.
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5.5 Espaces vectoriels normés
Dans cette section, nous allons étudier les espaces vectoriels normés sur K = R ou

C. On verra qu’il y a une différence fondamentale entre les espaces vectoriels normés de
dimension finie et ceux de dimension infinie, ces derniers intervenant la plupart du temps
comme espaces de fonctions. Les résultats de ce chapitre portant sur la dimension infinie
peuvent être vu comme les premiers rudiments d’analyse fonctionnelle.

5.5.1 Norme et distance

Définition 5.5.1. Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur E une application
notée ‖ . ‖ de E vers R+ vérifiant les propriétés suivantes :

1. ∀v ∈ E, ‖ v ‖≥ 0 et ‖ v ‖= 0 ssi v = 0.
2. ∀v ∈ E,∀k ∈ R, ‖ kv ‖=| k | × ‖ v ‖.
3. ∀v, w ∈ E, ‖ v + w ‖≤‖ v ‖ + ‖ w ‖.

Définition 5.5.2. Un espace vectoriel V muni d’une norme est appelé espace vectoriel
normé ou tout simplement espace normé. Le réel positif ‖ v ‖ est appelé norme de v.

Théorème 5.5.1. Soit V un espace vectoriel normé. L’application d définie par

d(v, w) :=‖ v − w ‖

est une distance sur V appelée distance induite par la norme de V . De plus, la topologie
ainsi définie est compatible avec la structure d’espace vectoriel i.e les applications

V × V → V
(u, v) 7→ u+ v

et
R× V → V
(k, v) 7→ k.v

sont continues

Démonstration. Exercice La continuité des deux applications ci-dessus vient des inégalités :

‖ (x′ + y′)− (x+ y) ‖≤‖ x′ − x ‖ + ‖ y′ − y ‖

et
‖ λ′x′ − λx ‖≤ |λ′ − λ| ‖ x′ ‖ +|λ′| ‖ x′ − x ‖

Ainsi tout espace vectoriel normé est un espace métrique et donc un espace topologique.
En remarquant ‖ x ‖= d(0, x), on obtient que la norme est une application 1-Lipschitzienne.
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5.5.2 Exemples

1. Les normes usuelles sur Rn. Comme pour les distances, on définit les 3 normes usuelles
sur Rn à savoir :
(i) La norme euclidienne ‖ . ‖2

(ii) La norme infinie ‖ . ‖∞
(iii) La norme ‖ . ‖1

2. Dans Mn(R) la quantité

‖ (aij) ‖∞:= maxi,j∈{1,··· ,n}|aij|

est une norme sur Mn(R). Il en est de même avec les quantités

maxi∈{1,··· ,n}

n∑
j=1

|aij|

et

maxj∈{1,··· ,n}

n∑
i=1

|aij|

5.6 Métriques équivalentes
Définition 5.6.1. Soient d et d′ deux métriques de X.

1. On dit que d et d′ sont topologiquement équivalentes si l’identité

Id : (X; d)→ (X; d′)

est un homéomorphisme.
Il est donc indifférent, topologiquement parlant, de travailler avec l’une ou l’autre
des distances. En particulier, deux distances sont topologiquement équivalentes si et
seulement si toute suite convergente pour une distance est convergente vers la même
limite pour l’autre distance.

2. On dit que les distances d et d′ sont Lipschitz-équivalentes s’ils existent des constantes
positives h et k tel que pour tout

x; y ∈ X;hd′(x; y) ≤ d(x; y) ≤ kd′(x; y)

3. Si X est un espace vectoriel, on dit que les normes N et N ′ sont deux normes équi-
valentes s’ils existent des constantes h; k > 0 tel que pour tout

x ∈ X, hN ′(x) ≤ N(x) ≤ kN ′(x)

Proposition 5.6.1. 1. Les métriques Lipschitz-équivalentes sont topologiquement équi-
valentes.

2. Deux normes sont équivalentes si et seulement si leurs distances correspondantes sont
équivalentes.
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3. Si d et d′ sont équivalentes, alors (X; d) et (X; d′) ont la même topologie.

Exemple 5.6.1. 1. Dans X = R2 on a

max{| x1 − x2 |; | y1 − y2 |} ≤| x1 − x2 | + | y1 − y2 |≤ 2 max{| x1 − x2 |; | y1 − y2 |

donc d1 et d∞ sont equivalentes sur R2.
2. Généralement si X = Rn et d1 ; d2 ; d∞ sont les distances usuelles sur Rn, alors

d∞(x; y) ≤ d2(x; y) ≤ d1(x; y) ≤ nd∞(x; y).

Donc d1 ; d2 ; d∞ sont des métriques equivalentes sur Rn.

Proposition 5.6.2. Dans un espace vectoriel de dimension finie E :
1. Toutes les normes sont équivalentes.
2. Pour toute norme, les compacts sont les fermés bornés.
3. Si F est un autre R-espace vectoriel normé(dimension quelconque), toute application

linéaire de E dans F est continue.

Le résultat suivant dit que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé n’est
jamais compacte en dimension infinie.

Théorème 5.6.1. (Riesz). Si E est un R-espace vectoriel normé, on a équivalence entre :
1. Bf (0, 1) est compacte.
2. E est de dimension finie.

5.7 Exercices
Exercice 5.7.1. Soit d : R× R→ R une fonction définie par

d(x, y) =| x− y |;∀x, y ∈ R.

Montrer que d est une métrique sur R.

Exercice 5.7.2. Soit d : R× R→ R une fonction définie par

d(x, y) =| 1

x
− 1

y
|;∀x, y ∈ R− {0}.

Montrer que d est une métrique sur R− {0}.

Exercice 5.7.3. Soit d : R× R→ R une fonction définie par

d(x, y) =
√
| x− y |;∀x, y ∈ R.

Montrer que d est une métrique sur R.
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Exercice 5.7.4. Soit (X, d) un espace métrique. On pose

∀x, y ∈ X, d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
.

Démontrer que (X, d1) est aussi un espace métrique.

Exercice 5.7.5. Soit (X, d) un espace métrique. On pose

∀x, y ∈ X, d1(x, y) =
2d(x, y)

1 + 2d(x, y)
.

Démontrer que (X, d1) est aussi un espace métrique.

Exercice 5.7.6. Soit (X, d) un espace métrique. On pose

∀x, y ∈ X, d′(x, y) =
3d(x, y)

2 + 3d(x, y)
.

Démontrer que (X, d′) est aussi un espace métrique.

Exercice 5.7.7. Soit C[a, b] l’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle fermé X =
[a, b]. Considérons les distances d et e définies sur C[a, b] par

d(f, g) = sup{| f(x)− g(x) |: x ∈ X}

et

e(f, g) =

∫ b

a

| f(x)− g(x) | dx.

Montrer que la topologie τe induite par e est moins fine que la topologie τd induite par d i.e
τe ⊂ τd.

Exercice 5.7.8. Soit I = [0, 1]. Montrer que

‖ f ‖= sup{| f(x) |}

est une norme sur C[0, 1].



Chapitre Six

Espaces métriques complets

Jusqu’à présent on pouvait parler de la convergence d’une suite seulement quand on
connaissait a priori la limite. La complétude qui est une notion métrique permet de prédire
l’existence d’une limite à partir de propriétés de la suite. Dans tout ce chapitre on se placera
dans le cadre d’un espace métrique (X, d).

6.1 Les suites dans un espace métrique
Dans cette section, nous allons discuter les suites numériques comme une extension du

même concept rencontré dans le cours d’analyse élémentaire. Rappelons la définition d’une
suite

Définition 6.1.1. Une suite (xn) est une application de N dans R : n 7→ xn.

Définition 6.1.2. Une suite (xn) dans R converge vers x si pour tout ε > 0 il existe un
nombre naturel n0 tel que si n ≥ n0, alors | xn − x |< ε.

On note xn → x ou bien limn→∞ xn = x. L’extension de cette définition sur un espace
métrique (X; d) devient ;

Définition 6.1.3. On dit que la suite (xn) est convergente de limite l si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel quen ≥ n0 ⇒ d(xn, l) ≤ ε

Par exemple, dans R la suite xn = 1
n
est convergente de limite l = 0.

6.2 Suite de Cauchy et complétude
L’intérêtt des suites de Cauchy est que dans des espaces métriques convenables (les

espaces complets), on peut vérifier la convergence de certaines suites sans avoir à connaître
a priori la limite. On cherchera donc à exhiber le plus possible d’espaces complets.

Définition 6.2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (xn) dans X est dite de
Cauchy si

∀ε > 0,∃n0 ∈ N/m, n ≥ n0 ⇒ d(xm, xn) ≤ ε

Proposition 6.2.1. Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy.
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Démonstration. En effet, supposons que xn → x. Alors, on a ∀ε > 0,∃n0 ∈ N tel que

n > n0 =⇒ d(xn, x) <
1

2
ε.

Or d’après l’inégalité triangulaire

n,m > n0 =⇒ d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(xm, x) <
1

2
ε+

1

2
ε = ε.

Remarque 6.2.1. Notons que la réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie.

En effet, en considérant, sur (]0, 1[, du), la suite (xn) définie par xn =
1

n
, ∀n ∈ N∗ ; on voit

que la suite (xn) est de Cauchy car

lim
n,m→∞

| 1
n
− 1

m
| → 0,

mais xn → 0 /∈]0, 1[.

Définition 6.2.2. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans X converge vers un élément de X.

Définition 6.2.3. Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Dans tel espace pour monter qu’une suite est convergente il suffit de monter qu’elle est
de Cauchy, qui ne demande pas la connaissance de la limite.

Exemple 6.2.1. 1. (R; |.|) est complet car toute suite réelle de Cauchy est convergente
dans R.

2. A =]0; 1[ n’est pas complet car la suite de Cauchy xn = 1
n
ne converge pas dans A.

3. lQ n’est pas complet car la suite définie par

xn+1 =
1

2
(xn +

2

xn
);x1 = 2

est une suite de lQ qui converge vers
√

2 /∈ lQ.
Exercice 6.2.1. Montrer q’une suite de Cauchy dans un espace métrique (X, d) qui admet
une sous-suite convergente dans X est elle-meme convergente dans X.

Proposition 6.2.2. Soit (X, d) un espace métrique, (xn) une suite dans X, et Σεk, une
série à termes strictement positifs convergente. Si d(xk, xk+1) ≤ εk,∀k ∈ N, alors (xn) est
de Cauchy.

Observons que l’intéret de cette proposition réside dans le fait qu’elle utilise un seul
indice et non deux.

Démonstration. Soit

(p, q) ∈ N2, d(xp, xq) ≤
q−1∑
k=p

d(xk, xk+1) ≤
q−1∑
k=p

εk ≤
+∞∑
k=p

εk → 0

Remarque 6.2.2. La suite xn = ln(n), montre que la condition d(xn, xn+1)→ 0, n→ +∞
ne suffit pas pour impliquer que (xn) est de Cauchy.



Caractérisation des espaces métriques complets 74

6.3 Caractérisation des espaces métriques complets
Définition 6.3.1. Soit (X, d) un espace métrique. On appelle diamètre d’une partie A
non vide de X, le réel noté diam(A) défini par diam(A) := supa,b∈Ad(a, b).

Théorème 6.3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (X, d) est complet.
2. Toute suite décroissante de fermés non vide (Fn) tel que limn→+∞ diam(Fn) = 0 a

une intersection non vide (∩nFn = {x}).

Démonstration. Supposons que (X, d) soit complet et soit (Fn) vérifiant la condition 2) du
théorème. Prenons xn dans chaque Fn. On définit ainsi une suite (xn) vérifiant

d(xp, xq) ≤ diam(Fp); q > p.

La suite (xn) est donc de Cauchy. Soit x sa limite ∀p, x est aussi la limite de la sous suite
(yk) définie par yk = xp+k.
x est donc limite d’une suite dans Fp et par conséquent

x ∈ F p = Fp.

En conclusion, on a x ∈ (∩n∈NFn). Comme

diam(∩Fn) = 0

on a :
∩n∈NFn = x

Réciproquement, supposons (1)
Soit (Xn) une suite de Cauchy. Posons

An = xn, xn+1, ...

et
Fn = An

tel que
Fn+1 ⊂ Fn

et
lim

n→+∞
dim(Fn) = 0

car (xn) est de Cauchy.

Proposition 6.3.1. Un espace vectoriel normé E est complet ssi toute série d’éléments
de E absolument convergente est convergente.
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6.4 Exemples d’espaces complets
1. Tout espace métrique dont toutes les boules fermées sont compacts est complet.

En effet, une suite de Cauchy (xn) est toujours bornée, donc contenue dans une boule
fermée.
Par compacité, on peut extraire de (xn) une sous-suite qui converge. Donc (xn)
converge.
En particulier :

2. Tout espace métrique compact est complet.
3. (R, du) est complet i.e R est complet pour la distance usuelle.
4. Tout produit fini d’espaces complets muni de la topologie produit est complet.
5. L’intersection ou la réunion de sous-espaces complets d’un espace métrique est com-

plète.
6. lQ n’est pas complet pour la distance usuelle. En effet, si (rn) est une suite de nombres

rationnels convergeant vers
√

2 alors (rn) est de Cauchy dans lQ mais ne coverge pas
dans lQ.

Proposition 6.4.1. Tout sous espace complet d’un espace métrique est fermé.

Démonstration. Soit F un sous-espace complet d’un espace métrique (X, d). Soit x ∈ F .
Alors x est la limite d’une suite d’éléments de F . La suite étant convergente, elle est de
Cauchy. F étant complet et x ∈ F , on a donc F ⊂ F . D’où F = F .

6.5 Théorème du point fixe de Banach et applications
On donne ici un enoncé très général, qui se décline dans de nombreuses situations et

qui conduit à des résultats très profonds (par exemple pour la resolution des équations
différentielles).

Définition 6.5.1. Une application f : (E, d) → (F, d′) est dite contractante si elle est
Lipschitzienne de rapport k, avec 0 < k < 1 c’est-à-dire

∀x, y ∈ E, d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y), 0 < k < 1

Définition 6.5.2. Soit f : (E, d) → (E, d) une application. Un point fixe de f est un
point x ∈ E tel que f(x) = x.

Proposition 6.5.1. Toute contraction sur un espace métrique X est uniformément conti-
nue.

Démonstration. Soit ε > 0. On pose δ = ε
k
. Pour tout x, y ∈ X tel que d(x, y) < δ, on a

d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) < ε.

Le théorème qui suit est très important et est un des théorèmes qui a le plus d’appli-
cations en Analyse.
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Théorème 6.5.1. (Banach, 1922). Soit (E, d) un espace métrique complet. Soit f :
E → E une application contractante (i.e que f est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1). Alors
f possède un et seul point fixe l ∈ E (i.e qu’il existe un et un seul l ∈ E tel que f(l) = l).
De plus, si x0 ∈ E et si (xn) est la suite donnée par la relation de récurrence xn+1 = f(xn)
pour n ∈ N, alors la suite (xn) est convergente et converge vers l.

Démonstration. On vérifie d’abord l’unicité. Supposons qu’il existe deux points fixes dis-
tincts l, l′ ∈ E i. e tel que f(l) = l, f(l′) = l′, on a :

d(l, l′) = d(f(l), f(l′)) ≤ kd(l, l′)

⇒ (1− k)d(l, l′) ≤ 0

Comme (1− k) > 0, alors

d(l, l′) ≤ 0 =⇒ d(l, l′) = 0 =⇒ l = l′.

On montre ensuite l’existence. Soit x0 ∈ E et soit (xn) la suite de récurrence définie par

xn+1 = f(xn), n ≥ 0

Par une récurrence immédiate, on a pour tout n ≥ 0 on a

d(xn+1;xn) = d
(
f(xn); f(xn−1)

)
≤ kd(xn;xn−1) ≤ knd(x1;x0)

On en déduit que si m = n+ p,

d(xm;xn) = d(xn+p;xn) (6.1)
= d(xn+p;xn+p−1) + d(xn+p−1;xn+p−2) · · ·+ d(xn+1;xn) (6.2)
≤ (kn+p−1 + kn+p−2 + · · ·+ kn)d(x1;x0) (6.3)

≤ knd(x1;x0)

p−1∑
i=0

ki (6.4)

≤ kn(1− kp)
1− k

d(x1, x0) puisque 1− kp < 1 on obtient (6.5)

<
kn

1− k
d(f(x0), x0)→ 0 quand n→∞ puisque k ∈]0, 1[ (6.6)

La suite (xn) est donc de Cauchy, et comme X est complet, il existe a ∈ X tel que xn → a.
Or f est uniformément continue (car Lipschitzienne) donc f(xn)→ f(a).
Mais xn+1 = f(xn) Comme f est continue, en passant à la limite, on obtient a = f(a) et
donc a est un point fixe de f .

Remarque 6.5.1. Le théorème du point fixe de Banach est un outil très utilisé pour dé-
montrer l’existence de solutions pour les problèmes de Cauchy associes à des équations
différentielles ordinaires (EDO) ou même à des équations aux dérivées partielles (EDP).
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6.6 Espaces de Banach
Définition 6.6.1. On appelle espace de Banach un R-espace vectoriel normé complet.

Proposition 6.6.1. Les R-espaces vectoriels de dimension finie sont des espaces de Ba-
nach.

Exemple 6.6.1. L’espace C0([−1, 1];R) muni de ‖ . ‖∞ est un espace de Banach. En
revanche C0([−1, 1];R) muni de la norme ‖ . ‖1 n’est pas complet. On prend la suite
(fn)n∈N donnée par :

fn(x) =


1 pour x ≤ 0

1− (n+ 1)x pour 0 ≤ x ≤ 1
n+1

0 pour 1
n+1
≤ x ≤ 1

On a alors

‖ fn − fm ‖1=

∫ 1

−1

|fn(x)− fm(x)|dx ≤ 1

2(n+ 1)
+

1

2(m+ 1)
≤ ε

pourm,n ≥ 1
ε
. La suite (fn)n∈N est de Cauchy mais ne peut pas converger dans C0([−1, 1];R)

pour la norme ‖ · ‖1. Une fonction qui vaut 1 sur [−1, 0[ et 0 sur ]0, 1] n’est pas continue.

6.7 Exercices
Exercice 6.7.1. Soit X = R avec les métriques suivantes :

1. d(x; y) =| x3 − y3 |
2. d(x; y) =| ex − ey |
3. d(x; y) =| tan−1(x)− tan−1(y) |

Pour qu’elles de ces métrique (X; d) est t-il complet ?
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